
Lezione 01 27 settembre 2021

IN = {91,2, . . . . } numeri naturali

a-11=0 se -1 non ha sol inIN

E- {. . . - 3, -2, -1, 91,2, . . . } = IN U - IN interi

axxb -0 a -1-0 « =
-bè se atb - bè ¢2

2×+3=0 non ha sol in Z .

④ = { %-) m
,
HEE n -1-0 } ( con l'udeutificaseoue oh

frazioni equivalenti )↳ razionali

ao = 0 ; Q, =0,1 ; Qz = 0,101 jag = 0,101001

an- an
_ ,
-1 lo

_ ☐

= 0,101001 . . - - 10min91
h - i

line an ¢ Q ( i numeri zasiouah sono i numeri

h decimale con sviluppo finito o

→

periodico )
E da dimostrare

✗ = numeri decimali

¢ = {a-ibfa.be/R} l'= - T
-

su R (Q
, 2,1N) c'è un ordinamento <

OPERAZIONI : Un'operazione su✗ è una fusione
a ✗ ✗ ✗ →✗



Studio di IN

Def dlla Peano
"
•
] un elemento iniziale 0

• Ogni elemento ammette un successore

"tn In -11

Assioma del buon ordinamento (Principio del minimo)

Ogni sottoinsieme non vuoto di 1N ammette un elem. minimo

V-sc.IN
, sto ] m.es tale che Moes tses

1

{ § ' i t.it *! . . ☒ ☒ , >

ist
i - - - S ⇐$

So che Sto J me S con al più in -11 Tentativi
'

trovo il minimo

OES ?-
si 0 è il minimo

\
" o vado avanti Iggy ,

si 1 è ll mm

\
no vado avanti

Oss :
•
Il principio del minimo vale anche

per gli al degli insiemi dettero

{ HEZ / nano } ↳ c-Z

•
Per gli insiemi dei tipo

{ NEI / n ⇐ ho } hoek

vale un analogo principio del Max .



Principio di induzione ( I forma )

Sia Pcn) una proprietà definite this no (no c- 2)

Supponiamo che (a) Pcno) sia vera Passo base

Passo induttivo
"""• { (b) V-nzn.se Pcn ) è vero allora Pcn -11) e- vera

Allora Pcn) e- vera tn>ho ← tesi

• si usa per dimostrare certi enunciati tu > no

• Si verificano le ipotesi (a) e (b) a Ipoh Ind
assicura latesn

'

-

È
"

• ( b) se una tessera

NID% ☐ ☐ ☐ ☐ ☐ ☐ cade fa cadere
(a) → mmm P la successiva

no no

Cha) una tessera cade

Dim (via Pdel minimo)

D= { n > no / Pcn ) è falsa} la tesi è 5=01

Per assurdo ! se fosse sto per I P del minimo

] so ES so minimo di S so Eh tnes

So > no perché Pcno) è vera e Pcso) è falsa

Perpetuo

↳dà



% - 1) e- verast
µ ( b) dato che So- ' > ho

Pcso) è vera ⇒
'assurdo ?

⇒ 5=01 ⇒ Pcn) è una tln>no
☐

Esempio :

l' +2 -1 . . . . -1h = hC- tn > 0

( t -12 -1 . _
+ h = ✗

htn- it + 1 = ✗

-

A -11) + (n -11) -1 1- (n -11) = hcnt } ) = ZX ✗ =È
2

Posso dimostrarlo anche per indumento
n

[ K =ncn-j-V-nzobi-op.cn
]

Devo verificare PB e PI .

✓PB ho -0 PCO) è vera 0 = 0 (Oti)
a-

PI hzo assumo Pcn) vera e devo dimostrare che

Pcn -11) è vera

0 -14 -1 + nicht)) = Ch+D(n
Pcn)
÷ 2

hcn-11312



ncnj-i-cn-D-h-n-t-D-c.nl#- ✓

Ho verificato (a) (b) qundi per I Poli vuol ⇒Pcn> e- vere
In> 0

Principio di induzione (II forma - forte)
Sia Pcn) una proprietà definite this no (no c- 2)

Supponiamo che (a) Pcno) sia vera Passo base

Passo induttivo
ipotesi { (by ym> no gepcpye-verav-noc-k.cm ⇒PC è

vera

Allora Pcn) e- vera tn>ho ← tesi

( b ' ) è un' ipotesi più debole di lb) quindi
dato che latesi è la stessa l' mammone

è a priori più forte ( in realtà è equivalente)

Teorema fondamentale dell' aritmetica (Tdifattorizzazione unica

Ogni NEZ h -1-0,1=1
,
a meno del segno , si

'

fattori zza in modo
"
unico

"
come prodotto di numeri primi.

( unico = a meno dall'ordine dei fautori )

Dino dell' esistenza :

Per induzioneI Pch)= { n si fattori zza in primi}



Dato che non ci interessa il segno considero h> 2

( per h = -2 f-autorizzo m = - n 72 e metto - davanti)

Tesi : Pcn ) è vera lfniz

PB h = 2 PIÈ 2 si fattorina in primi ✓
2 è primo

PI : Assumo PCK) vena ¥ 2<-4 cm e devo

dimostrare che Pcm) è vera cioè che

mi ammette una fattorizzazione impura

b-
Primo ✓

\ non primo
= beh 1<1

,
b. < in

2<-7
,
b. < m

I

Pch) e. PCK) sono vere

1--17 . . _ . Pr rit,p .
. primi taci < r

b. =
9, - - . qs SI ' q; primoV-1c-jesm-h.br
=p, - - - Pr 9,

_ .
-

qs
← si

' fautori -zza infume.

Valgono (a) acb
' ) ⇒ Pch) e vera Kb 72

NÒZ Indi

Dim per Induzione I i



Qcn> = { PCK) e- vera ¥ ho c- beh}
no__2

PB : A. (2) = PCZ) vera

PI Qcn) vera =P (23
,
- -

>
Pch) sono vene

voglio vedere che Qchti) èvera cioe'

Pcz)
,
- - ,
Pch) Pcn -11) sono vere

- '

wm
Lo so dato

che assumo a-Cn )

M- nx, -
Primo

\ tnb 2. Eh, b. cm

e dato che Pch) e PCK) sono vere

(sono parte dell' ipotesi Qcn> è vera )

⇒ m si f-autorizza (stesso discorso diprima)

Esercizio : Dimostrare l'esistenza della font usando
I p del minimo . ( vedi lezione anno scorso)
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h - i

[ (2in) = ha tn > 1
to

t- I

PB n --1 [ (Ziti) = 1 = 12 ✓
1=0

nel - I

PI [ ( 2 i -11) = (h-11}
G-0

"

4--1

2 (Ze' + c) + 2h -17 = n
?
+ 2h -11 = Cn -15

e-o T

IP IND

€ "
""hot

°""" "
"

se un quadratino da lato
Coruna 1÷:#II. ← " man

gz
la cornice 1 - esima ha
2. i -11 quadratini te:-O, - ont

h- I

[ (Ze' + T ) = n
"

( = O

CALCOLO COMBINATORIO

contare = mettere in corrispondenza biunivoca con

un segmento 0h IN .

Nè { 1,2, _ , r}



%
b c

• q

è è 5

# ✗ = in ✗ <→ Nn corrispbiunuoao
[La-1 )

Due insiemi hanno la stessa cardinalità se possono
essere messi

,,

rispondenza biunivoca -

✗→ ¥

If g gof è una corrisp bianca

tra ✗ e -1

Viceversa ✗È> I.È IN
, f- gol

÷
Principio dei cassetti (Pigeonhole Principle)
"

Se metto in oggetti in K cassate e b. < h
,
c'è

almeno Un cassetto che contiene almeno 2 oggetti

TEK su nessuna fuueaon
'Nn→ NIK è iniettiva

Dim : Per induzione San Pcn) = { Fran Ff Nn→ Na ,
f- non è iniettiva }

IB : b- 2 Nè { 1,23 → ITL-11}

In questo caso
l'unico fumarono 11-71 e evidenteun.

21-7 1 nonè l'nieltiuq



PI : Assumiamo Pcn) vera e dimostriamo Parti )

Per assurdo supponiamo che ] h TE hsn-11 e

q :{ t , _ _ , h , nn} → 41
,
_
_ . G} iniettiva

-

cfcnts) = ✗ G-
'
CX ) = n-11 perche

'

cf è iniettiva -

i { t
,
- - in} → { 1

, _ →
oh} ' la}f- Il { ×

, . - ,
" )

è ancora una funzione iniettiva

q
"
{%-
→
in] → {7- ' el } inietta

4 <Lenti d'altra parte h>i 1 < han -11

⇒ 1 E li - I < h Abbiamo trovato un assurdo
.

☐

# ✗= n ✗ = { 04
,
_
.

> an }

# I= in I. = { y. .- → ym}

PRODOITO CARTESIANO

✗ ✗E { cx.gs/xc-X,yeI} ← coppie ordinate

# ✗ ✗ I =/ ✗ ✗I / = him
T t

# scelte peeyès#scelte

perse c- ✗

## = 2 ✗=L# ✗
e } # 1--3 E- {y, - Y, -1, }



×
,

✗
2

'

Y
, ×

, _Y, (✗2,42)

Yz

I
>

Esempio : Numero di targhe possibili

DI]]]]] Litleitere} → 26
N -

_ {Numeri}→ io ho
,
- > 9)
Li

Lxl ✗ HXNXNXLXL

26 ? 703

FUNZIONI × →I

F ( ✗ →1) = { f :X →I}

% , → in possibilita ( un qualsiasi al dito)
scz → nn i /

"
:

«
in → in possibilita'

# f- (✗→2) = m

"

= #I
#×

5- (✗ → I) = I.
✗

notazione

È
× ✗ I 1×1 volte
{( Y : - Iaia , - -

, Yin) / Yij c- I}



La n - upa ( ya , - - > Yin)← fcocj) = In;(ordinata)

FUNZIONI INIEITIVE

I (✗ →2) = { f : ✗→I / fèinieuva} .

# I (✗→2) = {
° se man

him- D - - . ( m - n -11) m > n

Il caso man segue dal principio dei cassetti .

sa y,
Per ho m scelte

•
, per#2) M -i scelti÷
.

I fan) M - n -11 scelte

7ns

Oss : I ( ✗ →×) = SCX) permutazioni aux

/✗ I < + io f- ✗ → × è iniettiva⇐ èsungeitwe
⇒ è bioattiva

Esempio L' ipotesi che ✗ sia finito è necessaria

f- IN → IN è inieitwa ma non smentiva -
n /→ 2h

E le funzioni sanguino ✗→E quante sono ?
in >n O

men h !



Esercizio #✗ = n #I = n-1

Insieme delle parti di ✗

PCX) ÷ { A / A- c- × }

✗= { 1,23}

PCX ) = { 01 , di} , 423, {33 , { 2,33 >{ 1. 33,4%23,4%2.33}
@( 442,33) = 8=23

# PCX ) = z
# ×

✗
,

• • Per fare un salto insieme scelgo
gli el da mettere

_

,

o

°

•

ifxcx ha 2 possibilità metterla
o non metterla . → 2

"

costruzioni

⇐

Formalmente:
F: Pci ) < > { f ✗ → {0,73}

A '→ 9A qacx> = {
o se #A

t se ✗ c-A

f- è ben definita : HA c- PCX)
FCA) = qa c- { ✗→ {0T}}

F iniettiva : HA
,
BEPCX) A -1-13 ⇒ FCA) #FCB)

Lea -1-913
⇒ A -1-13 3- ✗ c-Aib oppure

B# ⇒ Gac» -1-9,0)
A- ¢13 →oppure B#A →



Fèsurgeitiva : lfq c- { ✗→ {013} 3- AEPCX)

1-che

t-CAJ-qa-cga-q-ctjsc.CA⇒ cecx>=L

A

= 9 cpacx, = {
+ ←✗ c-a

0 Sexta

qcx) = { t
acea per Olaf

dea
0 altrimenti
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Pcxt. { A / A- c- ×} ✗

# ✗= n
PCX )

g. (× ) = { A c- Pci ) | ' a) = '}
È. _µ,%»

#Pncx) ÷ ( Y ) ← coeff binomiale ÷toh n sur

so che : . (f) c- IN Hn
,
r

A
Pnc»

• (f) = 1 Hn

• ( Y ) = " Hn

• (2) = 1 tu

° (1) = 0 r > n

B. (X) 3- A A-= { acq , _
. -

,
✗
ir } «

ij
c- ✗

tra loro distinti

%
,

# Ii
,
Kathso contare ( acq , _ - , ocir ) ⇐ 2-utile

( ordinate)
J

ogni r- upla individua univocamente

una funzione iniettivo Nr→ ✗
telone Kia sono due a due distinti



Osservo IL Nr→ ✗ ) = rupie ordinate di al 2oz
distinti

= (f) r !

# zople ordinate di rel distinte⇒ # B. (× ) = =

r !

= "→;;'' =L ! )

(g) = ncn - i ) - - - ( n - r -11 )
=

sereno ⇒ 1 (0! =L)
r ! }» r > n ( Y ) --0 lo=

Sapevo
r ! (n -r )

.

'

a priori
Osservazione :

Pcx ) = È Prcx )
F- o

⇒ # PCX) = [ #@ cx)
in
2:[ ( ? )

F- 0

Proprietà → (f) = ( I . ) kn Kr

⇒ (7) = ( ÷. ) + ( I
' ) Knr



La verifica algebrica di queste formule è ovvia

Dato che si tratta di uguaglianza hacaudinolutee
di anziani cerco di capire al perche

'

dalle

uguaglianze con argomenti di cardinalità -

→ C) = !÷» = cn-rilcn.cn.rs?---(Ir )
→ Aree .

# Prcx) #PCX ) (
n- r ✗

'

A <→ ✗sa

2) # f. (X) = #? (2) + # I. (2)
E- X - dai}

# E- n - i prcxi-Q.CI) Ù?
,

(2)

è X ×

A {
"nea ⇒ A-danza@

→
(2)

④Gpj % # A ⇒ Ac ? (2)

I

F
: ICI) 0Pa

,

(2) → Prcx)

A c- ICI) → A

Abe pr.FI )- A- = Butan]

Verificare che F è una corrisp . biunvoca -



TRIANGOLO DI PASCAL - TARTAGLIA

tangenti -esimia contiene ( Y) (Y ) . - - ( [)
1 ( ? )

1 1 (3) (I )
1 È 1 (E) (F) (E)

1 3 3 1
1 4 6 4 t

t 5 IO lo 5 i ← I = 2
'

h

Esercizio (a + b)
"

= [ (1) è b
""

La divisione euclidea

7L abbiamo il v. a | - I 2 → IN

zi-lzllabl-lallblla-blz.la/-lbl
Dividere aperto :

"

approssimare, a con me uultipioohb .

a--37 b.=3 37=5.12 +1

E resto

a- 38 38=3.12 +2
← per convenzione

3. 13 -1 si sceglie quello
con resto positivo

9 i 7 & i 9 i | 9 , i @ )
0 '

g 6 3233 343535363738 3g



Teorema di divisione euclidea (divisione con resto )

Ha .be Z b -1-0 esistono e sono unici q ,
✓ c- Italia

i ) a=qbar

2) OER < Ibi

Dim : Esistenza : caso b 0 lb/=L

✗ = { REZ / ✓ = a - Kb k€2 } MIN
✗ E IN X-i-or-a-lalb.jo

a

✗

Per il potere minimo 3- ROEX minimo
.

[= a - qb QEZ a -_ qbxro [ 70

Se
per assurdo fosse ☐ > (b)=L

0 = % - b = a-qb -b = a - blq -11) ⇒ ro -b c-✗
-
-

ha questo è assurdo perche to -b < % ero era il

minimo in ✗
.

Cosè lbt
. -b

Sapevano che 3-qir c-E G- che a. = qlbltr cera /b)
=L- opbtr

- q , re Z of r < lbl



Unicità a = bq
,
+ r, 0<-4 < Ib )

= bq
,

-1 ra otra < Ib )

[ 7K (o viceversa ) lbl > r
,
74, -E =/ 9

,
- qa ) /b)

↳so

Se
q,
- qa ⇒ r

, -5=0 ⇒ terz → ok

{
9
,
-1-9
,

19
, -9,1 /b) 7¥ assurdo

↳
%-9=+01%-9,171

ME

Def : a.BEI
,

bto
.
Si dice che bdividea-b.la

se 7g c- Z tale che a-_ qb

cioè se il resto della divisione dia per b e-0

In questo caso si dice che a è un MULTIPLO ohb

Oss : La divisibilità è una RELAZIONE tra le coppie
di al di Z

2×2 Caab) alb
'

( Una relazione su A è un sottoinsieme ✗ oh#✗A

(G) d) c- ✗ ⇐ ↳Rae

4=2 Re divisibilità ✗= {(a.b) c-È / alb}

Proprietà RIFLESSIVA tfxe A ✗☒✗
SIMMETRICA V-X.ge A ✗Ry ⇒YRX



ANTI SIMMETRICA ×
, y c- A ✗Ry ^ Y@×
I
✗ =L

TRANSITIVA tfxy , 2-c- A

✗Qy A y Rz ⇒
✗Qz

Es 7 su R
7 riflessiva ✓
7 seta sa>y yzx No

anti simmetrico xzy a Yzr ⇒ y=✗ ✓

Transitiva ✓

Definizioni : R relazione su A si dice REL DI EQUIVALENZA
,

se è simmetrica
,
riflessiva e transitiva .

Es : A--1124400}@ = stare sulla rete per 0 .

nfl : P RP
✓

Sim PQQ ⇒ a RP ✓

Trans PQQ QRV ⇒ P@ ✓ ✓

y
"

•

•

'
←
¥

'

Devo escludere 0

:

La divisibilità è una relazione SUI

Riflessiva a/ a Hae E
nonè simmetrica 1) 2 ma 2ft
antisimmetuca alb ^ bla ⇒ a- IL



Transitivo alto ✗ blc

b-
_ aq

c. = bp qyb c-Z

⇒ < = @g) p = acqp) ⇒alcun
c- Z

Def R nel sud è una relazione d'ordine se e-

riflessiva , anti Simm e.Transitiva .

Una relazione d'ordine è di ordinetotale se

vale anche

V-x.ge/tscRyoppuoyRx

OSS La relazione di divisibilità è una relazione
d'ordine sui 1N . ma non è un ordinamento

Totale

2+3 e 3×2
.

% è una relazione d'OrdenTotale .

Def : a
,
BEI non entrambi nulli . Ei dice che Olek

è un massimo comune divisoretro a ab se

c) al / a × al /b (a) è un divisore comune )

in sala A ✗ lb ⇒ ✗ lol (d è il più grande
dei divisori

-

comuni )
Def a.BEZ non entrambi nulli . MEZ è un m . c. intra

a eb se

m è multiplo comune ad ora }c) al m A b / in
Ii ) a / oc A bloc ⇒ ns /se em è il piccolo multiplo

comune -



Notazioni : Ca
, b) = incolla ,b) = g

col Caab )

[a. b] = mcm ( a. b) = 1cm Caab )
teorema: a. b. c- E non entrambi nulli

I mcd tra a eb esiste ed è unico

(a meno del segno ).

Dim : UNICITÀ : Siamo al eol
'

lncd tra aeto

c) alla molto l'| dia ad' /b

n) ala a sclb⇒ soldi ci) a / a aaclb ⇒ a / d
'

(e) Cu
' ) alla ^ dlb ⇒ al /al

'

- cui]ci )
ac =D

Per simmetrie d' /al ⇒ dld '
dal

' /al

di du D= ✓d
'

u
,VEZ

⇒ d' = d' uv ⇒ uv = 1

⇒ U=± ) ✓ =-1 )

d'= ± al
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Per l' esistenza del MCD si può (a.b)

✗ = { ax-ibylx.ge Z}
I= ✗ AIN'{o} I c- IN

¥ # § a segno (a) + b segno b =/al -1161 >
°

Sue 01 il minimo di Y
.

Allora D= (aib)

D= axo +by %, % EZ

Esercizio : fare le verifiche ah ci ) ecii )

ALGORITMO Di EUCLIDE : debeZ non entrambi 0

{a.b } → { dico, yo}

d)%,% c-% D= (aib) e D= ax
,
+ byo

IDENTITA DI

BÉZOUT

b -1-0

a- a-↳ < Ibi
i

µ

' "
"÷ '

io = 9,4 tra 0 Era < 7

:
rh-2=9 n. , In_ ,

+ tu OE rn < rn _ ,

%
_ ,
= % ↳ + 0

Allora (a.b) = tu e
" risalendo nei

passaggi dell
' A- E trovo Xo

- Yo .



È nb I° il

"
30

(240
, 35 ) 240 = 6- 35 -1 30 0<-7 < ro

-

☒ 35 = 1.30 + 5 OZ 5<30
" "

va a
30=6.5+0

⇒ D= ( 240,35 )

5 = 240 Xot 35¥ ☒ 5 = 35 - 1.30 =

= 35 - 1 (240-6.35) =

= 2401- 1) +35 (1 -1 6)=

= 240C- 1) + 35 . 7
" "

% %
Esempio ( 324

,
39) =3 3 = 3241-3) -139.2<5

a

324 = 8.39 + I 2 3=39-3 ( 324 - 8 -39)
-

39 = 3 . 12 + 3 → 3 = 39 - 3.12
]

12 = 4 . 3 to

Dim :

4) L' algoritmo termina : { ti } ,»
la successione dei

vi.

K K O E tra < ↳
_ ,

< Te
,

_ . . < ro

Devo dire che tonfo da un certo punto in poi
strettamente dacres

,

a questo è vero perche non esistono

succinti
mari naturali positivi



21 L' algoritmo è corretto rn = (a. b) trovo ✗
→ %

Lemma :
'

a.BEI non entrambi 0
,
KEZ

(a. b) = (a, b-ka)

Dim : d = (a.b) D= (a
,

b-ka )

1) olla
,
dlb

(
Ii ) scia e a / b ⇒ acid

✓ a = da
,

b. = db
, ⇒ al / b- ka = dlb, - ka. )

A a un

2 Z c-I

⇒ di / a
,
al / b-La ⇒ al / S

e

per cii ) per S

Per simmetria posso concludere che S / d

D= (a.b) D= ( a
,

b-ka)
Tt

(a, p + ka) Da pueanto ho mostrato sopn

so anche cnet.ca , f) / alfa , fika
⇒ SI 01 e al / S

.
Dato che sono entrambi

positivi 5=01
. ☐

Dimostro l'
aloj per induzione sul numero di passi

' N

necessari .



P ( N) = Se l' ahg termine di N passi , allora funziona
.

io
PB : N = 1 a = qb -10

( a.b) =D asco +by
,

= b

Io =D

% =L

Passo indentro:

se l' AE richiede N- I passi allora funziona
'
"

P
induttive

b

a= qo È + a ← b

T
←
è l' AE per ( È, ri)⑨

= 9
,

r
,
+ re

e nehieedo N - I passi

: ⇒
rn = Crb, %)T

rn
-sì 9m,

ra
_ ,

+ r "
ip [ = bho-ir.by
I not

rn
_ ,
= qnrn -10

ho
,
KOEZ

rn = (b. r. ) = (b, a _ qob ) =p Caab)
Lemme

rn = bho + r,
ho = bho + K

.
(a

_ %
b) =

= boa +
b ( ho - qoko )

Il

÷No
,

e %

Equazioni diofantea : equazioni con coeff interi di
cui si Maracana le sol intere

✗
"
+ y"=Z

"

← se fisso n . . .

.



⑦ QX -1 by - c a.b.CEE

cerco la sol intere
.

Se c. = D= (a.b) so che ammette sol e so calcolarli

con l' AE.

Proposizione . Keq ⑦ ha soleuseoue ⇒ d-(acb) / C

In tal caso so calcolare una soluzione (con l' AE)
.

Dim :

( =D ) ] ×
, ,y,

c-Z tche QX
,
+ by
,

C

d. = (a. b) ⇒ a- da
, a. c- E

b. = db, b
,
EZ

d. ( a# + b.% ) - c ⇒ alla
-

c- 2

(⇒ c-- da a. c-Z

a ✗ + by = 01g ← cerco una sol .

Con l' AE posso calcolare ✗
→YOEZ talich

axo + byo =D

⇒ acido) + biyo g) = do
Il

4
,

% c- Z ☐



Corollario 4 : (a.b) =L ⇐ 7
sa ,# c-It che

ax
,
+by, =L

Dim : (=D) è sempre vena per ogni valore di (9. b)

(⇐) a> + by =L ha sol . ⇒ (a.b) 11
Prop

⇒ ( a.b) =L ☐

Corollario 2 (a. b) =D E a. = dai
>
b. = db

,

⇒ Cat , b.)=L

Dim ! (a.b)=D ⇒ 3- xo
, yo c-I tali che

axotbyo =D ⇒ dazio + dbiyo =D

⇒ ozio -1 ↳ yo=
1 ⇒ (a

, ,
b.) =L ☐

Corto

Lemma T : c / ab ( c. a) =L ⇒ clb

Dim: 7¥ ,# c- I tcho CX
,
+ ay
,

=L

⇒ cbx
,
+ aby

,

=D c (bx
,
+ my,)=bm
un

cin c-Z

(clab)

clb
☐

Ricerca delle Sol di

ax-iby-cddlc.TT" ° → "
9 " ° "

ha Salmson

↳ sì → c. =D la KEZ



Caso ⇐0
eq omogenea QX+ by -0 ⑦

al = Ca
,
b) a- da

, ca
, >
b.) =L

b. = al b,

⑦ a
,
✗ + ↳ y -0

a
,
✗ = - boy ⇒ a

, / bi-ycax.ba ) ⇒ a, /y

⇒ y = a,t ter

a
,
✗ = - b

, aut ⇒ « = -bit

{ E = -
b
,
t

TEZ
y = a, t

(
✓ innesto sono tutte e sole la Sol dell ao, omogenea.

Caso generale a ✗ + by = alla
PG "Yi

AE → ×
. -Yo → ( ×, _%) = (a.K, yobn) ←

una "'

particolare

⇒
l' insieme delle soluzioni di ax-ibye.dk è

{
✗ = ×

,
-

b
,
E

Y = Y, + aut

tek
.

Per verificarlo sostituiro 0C ey nell'
ey e

vedo che la soddisfa



ac ×
,
- b. e) + b (y,

+ oyt ) =

= axg-iby.la#t)-b/atj--dk
Viceversa se ho due sol dall' eoy

¥ , Y. ) e Cxzsya)

a ×
,
-1 by, = dk

axz-ibya-dkacscz-xd-blya.ly) -0 ⇒ { ocz-idx-b.liIl "

Ya'- Y, -19T
-bit a.t

n . ax-iby.CI punti con entrambe
le cooro intere* -

,

i
(a. b-ce

/
i

>
⇒

Esempio : 55×+99 y = 22

( 55,99 ) =

99=1.55+44



55=1.44 1- Il → Il = (55,99)

44 = 4. Il -10 11 / 22

→ 5×+9-1=2

5. 4 + 9. (- 2) = 2
" "

04 Yx

{
oc = 4 -

b.
✗
c-
= ↳ = 9

y = -2 + att
Q
,
= 5

o

Daft : PER p> I si dice IRRIDUCIBILE se

p -_ xy ×
-YEE ⇒ « = -1-1 Vy = -1-1

Def 2 :p c- 2 p > 1 si dice PRIMO se Harb toh

plab ⇒ p / a ✓ plb
Oss :

se
p primo play . . - an ⇒ di tela plai

(es : si fa per induzione su n . Il caso n -2 è la def)

Lemma 2 : PEZ . pè irriducibile <⇒ pè primo .

Dirmi
. ( vale anche più in generale, non solo su Z ).

f- xy ⇒ play ⇒ ptx ✓ pH
pèpumo



per simmetria posso supporre f)se ⇒ •=p u UEZ

p - pay ⇒ se uy ⇒ y
-

- IT

(=D ) ( vale negli il
-

a fattorizzazione nunca une
non in generale ) .

Sua provinciale e supponiamo p / ab a.b. c-Z

Se pia → Ok

ptau ⇒ ( a. f) =L ⇒ plb
poi mia Lemmiai

plab
(p, a)=L

⇒ pè primo ☐

Lemma 3 a / m
,
blm e Caab) --1 ⇒ ablm
-

% : In generale sappiamo che se a) bn e b / m

=) [ a.b] / m (viene dalla def di mcm )

Dim : m = a × blax ( b- a)=L ⇒ bloc

Lt

⇒ « = bc ⇒ ma ✗ = abc ⇒ ab / m
☒

Proposizione [a. b] =
/ alibi

(a.b)

Dim : m = latlbl e verifico pum le due proprietà del Mcm
(aib) ha = ab, = 0yd _

. . .
.
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Teorema fondamentale dell' aritmetica. Ctdifalt - unica )

Ogni intero > T si scrive in modo
"
unico " come

prodotto di numeri
"

primi

Dim : Esistenza : Per induzione I.

h =L Ok è primo
K

Supponiamo che ogni nuovo
' ⇐Kan si fattorino

come prodotto di prima e dimostriamo che

anche h si fattorino .

n {
è primo ✓

non è primo ⇒ non è vendicatrice ⇒ ènduahf

= m k ZE m
,
K <h

Per me K vale l' ip induttivo ⇒

" =P. . - - Pr Pi primi re

K =

9, - -
. gli q

,
prima

"

t > I

⇒ n =mk=p, - - prq, _
_ . % cioè né prodotto

di- primi



OHICTÀ Per induzione sulla lunghezza della fattorizzato

@ (e) = { neh | h ammette una fattorizzare di
lunghezza l ⇒ la fontana
èunica }

Pci ) n ha un forte di lungh 1# nè primo
.

(⇒ h è orrida abile ⇒ la f oh nè unica.
P.I

. Supponiamo che @ (h) sia vera per h<la
dimostro che PCE) èvero .

h =P, . . - pe
=

% . - -

qs
* poi * j fumo

1>-1

S 71

Tesi al = s a meno di riordinare Pèqi

☒ Pel 9
,

- - -9s poiche
'

peè primo ⇒ ptqj
per qualche f- ad esempio pe / qs

qs è primo e quindi irriducibile ⇒ qjpe le

⇒ È un -- ± ' ⇒ qjpe
peèprimo !

1? - -
-% = 9,

- - -¥
m =p; - - Pe ,

= 9
,

- - -9s,
[ ha lungh < e e quindi un demente un '

una

fattorizzazione . ⇒ f- | = S - ) ⇒ 1=5

{
gioia

armeno di riordinare



ma [èqèqs ⇒ tesi . ☒

Congruene .

Def a)b, n c-Z h > 2 si dice che a e- congruo ab
modulo n

a. = b (moda)
se

n / b-a

toposizione 1: La relazione di congruenza è di equoalenza.

Dim :
• riflessiva a= a Cn) FAEZ n / a-a-0 fa ✓

•
Simmetrica a b Cn) ⇒ b a Cn )

I
n /b-a ⇒ n/ a -3 ⇒ beach)

•
Transitiva a b Cn) Ab :c Cn) ⇒ a c Cn )

⇐
h /a-b ⇒ a-b- nbn KEZ ⇒
n / b- e ⇒ b- < = non LEI

a- c = @- b)+ cb-cj-nk-nh-n.lk-1h)
uno

€2
⇒ n / a-a ⇒ a-=c cui

Da

Proposizione 2 : a.BEI v72 _
Sono fatti equivalenti.

1) n / a- b

2) ] b.
•
c- Z tcnea-b-nb.no

= { b. + non }3) { a +nbibb.cz HEZ
4) a eb hanno lo stesso resto nella divisione per h



Dim : (4) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒Ci ]

ti ⇒ Cz ) n'/ a-b ⇒a -D= nbno ⇒ (2)

a> ⇒3) {• + nk} = { b-inki-nbsj-ezhb-ncr.tk}KEZ un k€2

( Z → E 1
e- bigètwa) ⇐ {b-ihtifqc-zk-b.tk

(3) ⇒ (4) a =

qni-ros-ranr-a-qnc-da-nbifp.cz{ b. + nh}
Trez

3- ho C- Z
F- a -qm-bi-nhob-nfhd-roa-rc.is

è
✓ è il resto della div di b per h

⇒ (4)

(4) ⇒ ci ] a = q, n + r o⇐ rare

b. =

q~ntrb-a-hcqa-qj-r.ir/ ⇒ n / b-a ta

Proposizione 3 (proprietà delle congruenze)

t) a :b Cn) c. =-D Cn) ⇒ a + e = bio) Cn )
ac = bd Cn)

2) a= b Cn ) a b cm ) ⇒ a. =-D ( [min])

3) a. = b Cn ) ⇒ Ca
, b)= (bn )



4) a- bcn) altri ⇒ aeb (d)

5) a=-D Cn ) ⇒ FHEZ ah bh Cn)

(6) raerbct.ir#o--a-=b(cnY- )
In particolare se (h, r)=L si ha che r si

'

puo
' "cancellare " Deb Cn)

Dim

M) a = b Cn) a - bxkn c. =D Cui

c. = 01 -1hm

a. c = ( b -1km ) (dthn) = bd -1hL . . ) ebola)

Cz) a b Cn) deb (m )

n / b-a ✗ in / b-a ⇒ [ min] / b-a
T

Lemmi . . .

⇒ a- b ( [min)

(3) a b Cn ) a= qnxr otra n
b = q, n +

r

(a> n) = ( qntr, a) = ( r, n) - (r-iqy.ir)
(4) ovvio

= (b- n)
(5) viene da G)

(6) raitbcn ) n / r (b-a) ot-cn.ir) ⇒ (% %) -1

%, / Ecb -a) ⇒ :-/ b-a ⇒ beacher,] Da



Oss : Ogni intero modulo nè congruo
al suo resto

della div per n cioè a uno tra

0,1
,
- - -

,
h - l

'

o i
' '

n -i

h nel n -1h -1f. . . .

Esercizio : Un intero è divisibile poi 3 ⇐ la somma
delle sue cifre è dire per 3 .

h = Qua. . . . a
, ao ← notazione posizionale Ozai9

h = Depp 0kt + a
,

lo + ao =-D,_ (t)? + oggi)-10g (3)
t

10=-1 (3)
E api - - +9++90

neo (3) ⇐ azt + a
,-190

= o (3)

Idem per il criterio di diu . per 9 ↳0=-1 (9)

40=-1 Cit) → criterio di div per 11 (scriverloµ

Equazioni e sistemi con la congruenza .

ax = b Cn )



Prop : l'
eq • ✗ =-D

Cn) ha soluzione ⇒ (an) b

In tal caso la sol è del tipo ✗= Xo Gag)
Laudi le soluzioni modulo h Sono 01 e sono

✗ e ×
,

-1 i he (n ) ( =D
,
-1
,
- -

, Cap) - l
ca
,
n)

Dim a ✗ = b Cn )

ax = b+ kn per un certo KEZ

* ax - nk - b ← eq diofantea lineare

a. h eb sono noti ×
,
K incognito

* La soluzione ⇐ ot-CQ.ir) /b e le solusnso

{
✗ = % -1 It ⇒ ✗ = ×

. (nè)
K -

- yo -1Gt
TEZ

% % -1 :-(1 % -1 :-<2 %-1

:-,
d- I

111
'

rotonde tc-kt-dq-roc.ir col

carretto
Cn)

ac ÷ Ko -11 (dq -1) = dopo
la

d
←
azione

=

% + nq that = Kotler
Cn)
☒



Sistemi di eq .
lineari

⑦ { ✗ = a Cn) {✗=atkn✗ = b Cm) ✗ = b -1hm

Kh
- hm = b-a eq riso

/ vento del sistema
.

So che l' eq n'solvente
ha soluzione

⇒ ( n
,
m) / b-a e in tal caso le sol sono

la = Ko + m-lcn.hn){h = ho .int
(n
,
ha

a- a + ben = ← + fa, + b- t) n TEE

Chin)
= a-ikon-mn-lcm.ir)

" [min] Il sistema * ha

3C = a -1 Koh ( [m ,
n]) ← soluzione ⇐

cnn.us / b-a e in

tal caso lor sol

è unico modulo

[min]
.

Teorema cinese del resto ( CRT
,
TCR)

s s

ma. - → Mr,
c- % mi> 2 (mi,mj)=L

¥ l' * g

Allora il sistema

3C = Q
,
(mt)

{ se = da Cina) ammette un unica sol

modulo M
,

_ _ . - Mr
✗ = an (mm)



Lemma 1) (a
,
mn) =L ⇒ (a.m) --1 Il Ca

, ↳
=L

2) Cm
,
n) =L ⇒ (a)Mn) = (a.m) (a.h)

Dim : 1) ⇒) 7 ✗
• yotche axotmnyo) =L

I

(a)m) =L

⇐ 7h
.
ho EZ aohòinko =L

IX. µ, EZ auto -1hm =L

al - - - - ) + mnk.no -1-

o
-

u

Z 2

⇒ (an
,

Mn) =L

(2) ovvio con la caratterizzazione delmcol con la

fattorizzazione .
Alternativamente : sua D= (a.m ) e S -can ) D= (a.min)

-
• (m, n )=L ⇒ (01,83=1

[[hanamura al
,
s po ⇒ds / d *1-

È D'altra parte
• D= axoi-myoxo.io/wo,2-oc-Z .

& = a wo -1 HZO

E
⇒ d f- al

. . . .
) -1mn yozo ⇒ D / ds#*⇒ Idf.un

oro

È_ _ c- Z c-E ☒

Dim TCR h = 2 già vista . ( m
, / me)-1 /a, -92

e la sol è mica modulo [wy, ma] -mina
✗= ai cm

. )

iper lp induttive puntoin qualsiasi { ✗ = a
, Chul

✗ = an (muy}
⇒ sotto sistema ha

soluzione
/

✗ = Xo (ma . . - Mn)



{
'⇐ai cm

. )

E = % (ma.- - - Mn)
~
LemmeC2) h

Cm
, , ma . . . mn)

! It (m
, , mi) = 1

p 2=2

Chi , m) =L *⇐ i #jen

⇒ Il sistema ha un' unica soluzione modulo

Mq . Ma -- - mh
☒

2C = 2 (3)Esempio { ✗ = pagg ) È annato un' mee
sol modulo

x = -4 (7)
3.5.7

se 2 [ 75) 0<=2+15 E *

{ 2=-3 (7) « = 3 -17s

151--75=1

1511) - 7- (2) = 1

1- = 1+71 TEZ

3C= 2+15 (4+71) = 2+15 -1 4051 IEI

0<=17 ( l' 05 )
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✗ insieme R relazione binaria su X

(×
,YER se@y ) -

R si dice relazione d' equivalente
se

. riflessiva the X «Rx
• simmetrieV-x.yc-XXRyct-DYRX.traexn.tv

e tx
, y, 2- c-

✗

✗Ryxyfiz ⇒ ✗Rz
.

Oss =
,

è una relazione di equiv su Z

Def R nel . di aq.su ✗ .

Si dice classe di

equivalenze di a c-✗ moduloR

[aspe { y c- X ( scty}

[x]qc ✗

Kye [KJR lo chiamo RAPPRESENTANTE di [×]

Esempio Z =

,,
[3]

,è {aek / a.=-3 C' 2)} =
classe oh

→
= { 3-112k ) KEZ}congruenza

3
,

15 -9 sono rappresentanti [3%2



Oss : Come rappresentanti delle classi modulo
n posso prendere i possibili resti della
divisione per 4

[OLII , - → In-13in

a- qnxr [a];- [
r]n

0,4 , _ -

,
4- 1 sono i rappresentanti canonici .

modulo 12 [o ]
,
Li]

, _
-

,
[Il ]

-

" " "

( 24]
,
[ il ]

,
_ . . [- 1)

Prop : R al di
aq su X

1) [× ] ⇒y ] ⇐ ✗Ry
-

2) Due classi di equivalenza sono disgiunte

o coincidono . Quindi le classi di equivalenza

danno una partizione di ✗

Dim : ① (⇐ ) ✗Ry ⇒ y c- [×]

2- c- [y ] GRZ ✗ Ry ⇒ ✗Rz⇒ zèx]
Trans .

⇒ [y ] E [×]

Per simmetria ho anche [×] c-Ti] ⇒ =

(⇒ ) [×] -- [y] ⇒ y c- [×] ⇒ ✗Ry



② [ ×] nty ] =/§ 2- c- [×] A [y]

✗ Rz a y RZ⇒
⇒ ✗ Ry ⇒

E-Jèy]
G)

2-Ry
O

✗ = U [× ] = ✓ [× ]
✗ c-✗ ✗ c--1

"

insieme di rappresentanti della
classe

c ✗ Ro ☒

Oss : Z = È [ i]
a

2=0

ne 2 I = [o]
_

U [ 1 ]
,

I
numeri pari

←
numeri dispari

Def X.TL di equv .

, { [× ] / « c-A} = Xfpn
T

Insieme quoziente

Esempio: Z In

%
= ,

÷ 7%2 = { [°] ,ÈI] , - → [n -i]]
p
insieme quoziente (Ef, | = h



Esempio : 2µg = { [o ] T.fr] , - - , [
"7 } =

= { [12] , E ' ' ]
,
[2]

,
-
-

,
[-2]
,
E ' ]}

%, = insieme delle classi di congruenza madre

è la ( di resto )
sommainfo

A- [a]# [b] i. = [ a. + b] sommo
n

in

• [a] . [b ] : = [a.b] prodottoh

+
,
. : 74
,

✗ %z > 242
Le operazioni sono ben defunte ?

Ho definito 1- • in Termini di rappresentanti delle
classi

_

Devo verificare che cambiando i rappresentanti
il risultato non cometaria .

ce [a] [a] + [b] = [axb ]
, y , yn n

de [b) "
e

[ C ]
,
-1 [d)

in
=
[ c -101]n

@ = c Cn )

b. =-D (n ,
→

•+b = c. +01 ( n)
a-b = c . -1 ( n)

+

Proprietà della congruenza .



Proprieta di (khz , -1,
• )

già • 7 l' elemento netto [Da

+

È ,
:[III.

ogni dass. ([a] . e- l' inverso dirti
"

abituato. è commutativo opposto

→ (khz , -1 ) è un gruppo
abeliano f- commutativo )

• • Associativo

• 7 l' elemento neutro [4]
n

• commutativo

Non tutte le classi sono invertibili

[a] [× ] = [i]
n n n

⇐ ax 1 ( n )

④] è l'mv
.
modulo ne ha

congruenza axel ( n )

ha soluzione (⇒ (an) / 1 (⇒ (an)=L

[o] [2]
,
[4 ] [3] non sono invertibili%>a

f. distributiva • ¥ [a]
,
[b]

,
[e ] c-%
,

[a] ( [b] + [<3) = [a][b] + [a ] [e ]

Def ( A, ± . ) (At ) gruppo abehon

• associativo → ANELLO
vale la distributiva



Se un anello amate l' el neutro resp . al
•

→ Anello con identita

Prop :
z ,

-1
,

- ) è un anello commutativo con Ìd

Oss ② ± . ) è un anello comm cont

(22
,
+
,

. ) è un anello comm

Per noi anello è sempre comm cont .

Oss : Per verificare le proprietà di/Zfnz, -1 ,
. )

si scrivono e si
'

usano le analoghe proprietà suI

1- è comm .
Fla]
,
[b] c- 242

• [ a)+[b] [ b] + [a ]
,n n

[a]-1lb] = [axb] = [ b. + a] = [b) 1- [a]
in tl ti

delyt + è comm 06ft
inZ

-g Verificare le altre proprietà

Def [a] c- khz si dice INVERTIBILE se è invertita

rispetto a .

.

Cioè se -3 E-3 c-ZAZ c- che



[a] [×] = [ i]

2 nesto è eq
. alla n'solubilità di

ax = I Ch )

conclusione : [a ] è inr . in Zaz ⇐ (a
,

n)=L

↳<

✗

= { [a] c-24, | [ a] è invertibile }
Es : 21,2£ = { [i ] , [5], [ 73, [ il] }

Proposizione

• Chè;)è un gruppo
abeliano

• • Se
pè primo 74¥ = %, - { [°] }

⇒ %, è un campo G- ✗ la def . u
. Manfredini)

Dim : • Si bonta di vedere che • è un' op su#È

cioè che ¥ [a], [ b ] C-%
×

µ,
⇒ [a] . Ib] (= [ab])

c- %È
7 In], [ V ] c- 24è [a] [ le] = [a te] = -4]

[ b ] [ v] = [bv] =[il



⇒ [ a] [v ] = [ uv] è l' inverso di [a] [b]
ATTI

[a] [ b] [u] [v3 = [ a bar] = [face)(bv) ] = E.D= TI

associatività
,
[1 ] c- 2¥

,

7 inverso
,

comm
.

ti ✗
ti +

vene su@nnz ' ) ovvio
per daf Nera per

% 'è CHE:)

• • 74¥ = { [a] c-%, / (a>p) =L}

Tolgo do % le Chani [a ] f)a
pz

cioe
' solo la classe [o] (= [ pa ] K) )

teorema cinese ( II forma )

Muzz q : 74mn, → 7%2×242
[ ajmn ↳ ( [ a] m , [a)n )

i

q è bigeltwe ⇒ Cm
,
n ) =L

Dim :

q è ben definita [ asma = [b.3mn ⇒ q-latmu-q-lbt.mn
"

([a]m
,
[a]n) BJM , [b])



Occorre cioè vedere che a b (mn) ⇒ a b cm )

a b Cn )

(⇐ ) cnn.ms-1

q è su : ¥ ( [a]m
,
[b]

") e#nzi #nz

] [×] c- 74mn, tu

gli]) = ( [a]m
,

[b)
m)

Il
m "

( [ ✗3m , [×] " ) = ( [ a]» [b) n)

⇒ ✗= a cm) q è Sung
④{ ✗ =-D Cn )

il sistema ammette solo

Poiche cnn.nl =L ⇒

app

il sistema amante sa) .

Poiché la sol del sistema è unico mod il

prodotto G- è anche iniettiva

(=D) (min ) =D > t ( [07m , [" Jn ) c-Em, ✗ Enz

questo non appartiene all' immagine in quando
il sistema ✗=- cm ){ ✗=\ Cn )

non ha salvare

pietà ( m, n)-DX 0-1=-1 ☐



Esempio 74,22<-7%42×2/32

[×]→ ([ 1 ]
,
[2 ] )

SCE l (4)
E- 5 ( 12 ){

se 2 (3)

[× ] →¢2], [o ])

{ ✗ = 2 (4)

✗ = o (3)
✗ = 6 ( 12)

è → ( ò
,
-0 ) 6- → (2--5)

T → (TT ) 7-
→ (5, I)

-2 → (è , -27 8- → (0
, E)

3- → (5,0) 9-→ CI
_

ò)
4- → (5,7 ) to- (E- T )
-5 → (I

, E) ti → (5. I)

corollario se cnn.in> =L ⇒ 74mn'è# 2pm:< ✗ ZINE
[ ✗3mn→( [✗3m , [✗Jn)

è bigeltiva .

Def : Per prima cosa occorre vedere CM
✗

q
"
è ben definita cioè che cftlxfnn-e-%aE.ie/nz



[✗June 74m? ⇒ [⇒me Zfn>? [✗Jae ZÉ
✗
dà ①
la buona def

(×
,
mn) - 1 ⇒ (×, m) =L ( ×

,
n ) =L

⇐

j ↳ Lemme

dà la surgeltivitè

✗
'

/ =/ Email / Huè )Oss : Salmon ) =L⇒ |#mnz

Funzione $ di Eulero

¢ IN
>o > IN

>o

n'→ Acn) :-#%È= # {× / o ⇐ ✗ < n (×- n ) -1}

Abbiamo visto che

① a- moet.ph:
(min) =L ⇒ #cmnj-ocmocni-oat.ve

e
,

e'

pi # Pj list
in =p, - -

- Pr
premi

pens = Ìtolp! )
1=1

Dobbiamo calcolare $ (pe) p primo e'st

☒ (p) =p - I { × / ex - papa} -{ 1, - → P - i}

(f) = # { a / oc-xc.pe , cx.pe)-1} =



= pe - # { x / oa-xcpecx.pe ) -1-1}

(× , pe ) -1-1 ⇒ plx ⇒ ✗ =p y

a- pyape ocey < pe
- '

⇒ sono §
"

valori de y e

pinoli di ✗ ,

⇒ Alpe) = pe - pe
"

=p
"

(pi)

Alpi:-p:) -_ ÌIÉ" ( p . -D
Es 1042) = PCI) 0113)

= 2 (2-1) (3-1) = 4

Io (847=0/(47101370/17)
un

4- 6=24 .

Oss : tn > 2 Acn ) è pari

teorema di Eulero

in > 2 ✗ c- Z (× , in > =L ⇒
è">= 1 Cm)

Oss : m=p primo ptx ⇒ È'=\ (p)



Lezione 07 25 ottobre
'
21

Teorema di Eulero

MZZ ✗ c-
% (×

,
m) = 1 ⇒ ✗

$'"
= I cm )

✗

Dim: (×
,
m > =L ⇒ I c- Zmz

✗

% : 4m
,
→ «

✗

ME

è_> I à

E c- Zanè perché abbiam

visto che è chiuso risp .

al prodotto
9
,

è iniettata : infarto
-

iato ⇒ gà iniettiva9¥) -q ! b) ⇒ stà -
-
EI ⇒

moltiplico
entrambi i membri

per I
"

⇒ Gà è bigeitwa perché dominio acodonnm

hanno la stessa cardinalità finita .

ZÉ = { È .
- → àocm. }

✗

9 ( 4m;) = feat , _ _ , ààoan,} = 74m,è

dcm) =È unità⇒
IT à
,

Jà
,
= ☒

(= '

~= ,
1=1

alcuni

Osserva che a-
i =
Ì c- 74mÈ quindi è invertibile .



b- = i
"" I ⇒ I

"">
= i ⇒ ×

""
= t Cm )

Da

Gordiano (Piccolo teorema diFermat)

p primo - V-xc-ZKPE.sc cp)
«
OCP )

p
- i

Dim
. • (sc , p) =L per Eulero ac Et Cp)

⇒ sè = oc (p)

• ( sic, p) -1-1 ⇒ pbc a -0 Cp) ⇒ Ì⇒ ( p )

perché entrambi i membri sono 0 . ☒

congruenze esponenziali è b Cm)

Esempio 3%-1 ( 13)

IOCB)
. . ammette soluzioni ? SÌ

per Eulero ( 3,133--1--73=-149

- determinare tutte le soluzioni

30=1 3
>
= T 3%-1 3%-1 ( 13 )

3
"

=3 34=3 . . - <⇒ ✗ = o (3)
3? 9 35=9 - _ . .

3k la

(4) seco (3) « = 3k 5 = (5)= -1%-1 (i} )

K

( =D ) 3=-1 ( B ) « =3qxr Oer -3

È = 339 + ' = (3)93%195=3%-1 ( 13)



⇒ r - o ⇒ 310C ⇒ « =-D (3)

(a.in/--1a-=I (m ) ⇒ a -0 ( a- ca) )

dove • (a) = min { la >o / al = tcm]}
↳ ordine (moltiplicativo) ah

'

a modulo in

(F) scena Coca) ) ⇒ « = q
oca)

a:(è") "
-

= (49=-7 Cmj

(=D ) è=L Cm ) ac = qoca) + r ostacola)

è = La
"") ' a' = siè -=è=t ( m )
m

"

1

Per la minimalista di oca) ⇒ reo ⇒ SEO (9cal)

Conseguenza tcam >=L Oca> | cm )

Esempio : 2%-1 ( l' 05 ) ( 2,1057--1
105=3.5^7

✗ = 0 (oca)) OCZ) mod 105
.

Basta determinare OCZJ
.

•
So che @(2) | ( 105) =p (3) dcs) loca ) = 2. 4. 6 =

24.3
Voglio scorciare i conti

•
Oss d / m dà un divisore proprio @ ⇒m)
f) 01 divide un divisore Max olim

cioe ¥ perche qualche primo di m



• Posso usare TCR
.

ÉE 1 ( ios) F) 2%-1 (3)

{è I CS )

y
OCZ) modulo]

2.
✗
= I (7)

{×=÷
# inutile

✗ = o (4)
✗ = o (g) }

ammette sol unico mod 12¥ (4,33=1

scena ( 12) risolve
, quali

è l'unica soluzione

✗ =-D ( 12)
- O -

(a.m) =L
è = b Cm) (⇒ b=È(m) ✗= ×

.
(Ola)

D= a" cm) per qualche ✗
o

b # è (m) per ogni × ( il sistema non ha sol.

✗

> a = a
"

cm)

@

✗- Xo
= t (m ) che hasol acido EO (0cal )

acero ( oca) )
Esempio 3

"

= 61 ( 9T )

91=7-13
. { 3%-61=-2 (7)

3
"
= 61=-9--32 (13)

moda mod 13
30=1 36=1 ×

,
= 2

3
'

=3 0C}) - 6 ( p QQ) ok ) 30--1
32=2 + 31--3 Ffss) =3
3
>
= -1 -2=35 ⇒ ✗ = 5 (6)

3=9

34=-3 3? 1 ✗ = 213)
3
>
=
_ 2 g- ✗

•
=D



✗ =-D (6) ha sol ⇒ (6,33--3/5-2=3{ re 2 (3)
In questo caso la sol è umico

modulo [6,33=6

⇒ ✗ =-D (6)
2

Idempotenti di 74mg ✗ = × cm )

Esempio ✗Ex (6) acca-13=-0 (6)

Provo Ò T 2- 3- è 5
✓ V ✗ v ✓ ×

{
occa-1) = o (2) 2 e. 3 sono primi
occhi) EO (3) ⇒ Vale la legge di

annullamento delprodotto

⇒ mod 2 DEO VOCE ) (2) ← tutte

mod } scena V ✗ =\ (3)

scena (3) sa=\ (3)
/\ 1-

3<=-016 ) ✗ =-3 (6) «=\ 136) a = 4 (6)

M
=p primo → 2 soluzioni acea ( p) Voceicp)

↳ vale I. annullamento

prodotto occa -c) =-D (p )

m = pe occa-D= 0 ( pe)

Poiché ✗ e ✗-1 sono consunti plx ⇒ ptx-1



e viceversa . pelata-1 ) ⇒ pe / se Vp
' /a- i

⇒ «⇒ (pe) ✓ sei (F)
er dea (m) ⇐, {

Ì=× CÈ"m =p:" . - po
✗7- × (pi"
:
à⇒ cp:)

Per quanto gia visto srhr

,

duarte sono le sol del sistema?

{ f-
0-1 cp;)

ho 2
"

sistemi
,
tuti nella ip

E = 0,1 (
p;) oh TCR → ognuno ha

sol nunca

→ 2
"
soluzioni DISTINTE

in quanto 2 sistemi differiscono almeno

in una equazione
.

Esercizi

1) Contare le soluzioni della congruenza ¥-1 Cm )

2) è c- Kpmg si dice NIL POTENTE se 7h c- IN tal

è"=ò

Caratterizzare i ml potenti di 74mg .



Crittografia : il metodo RSA

Cifrare un messaggio →
"

trasformarlo " in modo

che chi intercetta la trasmissione non possa comprenderlo

Il destinatario deve avere la chiave per decifrarlo

Def Un criltosistema ( ol
,
E
,
f
, f

"

)

che { messaggi in chiaro }

@
= { messaggi cifrati }

f : Il → E funzione inietta funzione di

cifratura

mi-7 fcm) = C = messaggio cifrato

f
"

funzione di decifratura

→ Cifrario di Giulio Cesare : Si fanno corrispondere le lettere

ai numeri in ordine A-→ t
,
B.→ 2

,
. . . .

Z→ 26

ve = {lettere} C. = IN

oppure con una traslazione.

Evoluzioni Si narreranno le lettere dopo averle

permeate → a numero uguale corrisponde lettera uguale

Sono fragili : si rompono facilmente con analisi
delle frequenze delle lettere .



→ Trasformazioni di blocchi
'

di la lettera

ad esempio agendo sui blocchi con una matrice kxk

con dei - ± ' [ assicura l' investimento in Z )

(rittosistemi a chiave pubblica
,
Sono culto s' temi per i quali la fusione di cifratura

f è nota atutti (pubblica) ma quella di decifratura

è nota solo a chi detiene il culto sistema

È necessario che la conoscenza di f non consente

di calcolare f
"

in tempi rapidi .

Rivest Shamir Adleman 1977

A → detentore del codice

1) Sceglie due primi GRANDI p, q

2) n = pq '

3) Calcola cfcn) = Acp> Acq) =p - 1) lq - 1)

4) Sceglie e tale che ( e, locis)) -1

5) Calcola al c-È tene de=\ Colon ))
NE

6) Rende noti n
,
e CHIAVE PUBBLICA

7) Tiene segreti p ,q , OL CHIAVE PRIVATA



La funzione di cifratura è

fcx > = ✗
e

Cmodw )

tutti possono cifrare messaggi perché f. è pubblica

( (e
,
n ) sono noti )

A- riceve il messaggio cifrato ×
'

e applica la

funzione di decifratura f-
'

cy ) =y
"

f-
'

coce) = x
ed
= ac Cn )

Infatti scemi#
nz

n - pq

«

Dcm
• secx , n) - 1 =\ (n) ed= ) ( focu ) )

ed
⇒ edekdcn) -11 ✗ =#"1)% = >c Cn )

In generale ✗
"Esc Cn ) <⇒ {

scadere (p ) ✓

✗
lol

E. a (g) ✓
• se CX

,
n )=p plsc ✗

"Éoccp)
"

o

"

o

cosa)- 1 come sopra
è
"
= a Cq )

• Se oc /h È
"
0 ( n ) 2=-0 Cn) Àlex (n )

• Conoscendo solo e en è difficile calcolare 01

A sa calcolarlo perché conoscendo h=pq sa calcolare

LA SICUREZZA DEL SISTEMA DIPENDE DALLA
Acn) .

DIFFICOLTÀ DI FATTORIZZARE h
.



Ogni criltosistema di questo tipo "scade" perché

fattorizzare nè una questione di tempo

Esempio p
-

-
it

q
=/ 7 n = 487 fan ) = 10.16=160

[ = 7 D= 23

7- D= 1 ( 160 ) { 701=-1 (2
'

)
701=1 (5) 201=-1 (5) D=-38)

•

701 - 327=1 D= -9 D= -9 (25)
+= -2 { = (g) (g)

01=-23 ( 160)

B vuol far arrivare ad A il messaggio in = 42

B calcola
z

f. Cm ) = M = 427=15 ( 187 )
"

E

B invia ad A c. =/ 5

A riceve c. = 15 e applica f
"

f-
"

( / 5) = 15
»

( 187)

"

1

23 23

METS ( it ) → 152%-4 Ell'
°

)
"

(4)
>

E 5.4 E -2 Cit )

23{
me 15
"

(17 ) → 15 = C-2)Ec.»'%zÌ= - 24.2%23=847 )

- 2 -111 S = 8-117T

{
me -2 Cit )

il s - 17T = 10

5=4+171
. ⇒

m =
- 2+11 (4+171)

m = 8 ( 17 )
= 42 ( 187 )

[ = 2. +117
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Gruppi
Daft : G- insieme * ¢ * : C- ✗ G- → G- operazione

(G-
,
* ) si dice GRUPPO se

1) * è associativo V-a.be c- G- a# ( b# c) = @*b)* c
2) J l'elemento neutro 7 e c- G- talem

Hae G- e # a- a#e = a

3) 7 inverso di ogni almeno

facci 7 à
'

Toledo
a # a-

'
= a-

'

*a = e

Def 2 : Un gruppo si dice ABELIANO se
* e

' commutativa

Oss : Per venfieoue che [G-*) è un gruppo
occorre mostrare anche che * G-✗ G-→ G

cioè che G- è chiuso rispetto all'operazione ☒

( g.g. c- G- ⇒ %#gae G)

Esempi
1) K campo ( K, -1, . ) ⇒ (K, -1 ) è un gruppo

✗
K
'

abeliano
,
¥205, • ) è un gruppo abeliano

R
, " ¢

, K¢2 sono gruppi ab . rispetto ai

IÀ
,
Q? À

, %; " " " " •



2) %
,

-1 ) è un gruppo

(Zaz , -1 ) è un gruppo

LE { ± i} ← (25 .) è un gruppo
✗

(%>< ,
• ) è un gruppo (visto

le volte scarse)

3) Ci { 2- c-È / È-1} (Cn ;) a- un gruppo

T E G T
"
= 1 ↳ GRUPPO DELLE Radici

h - esime dei

chisura * Z
,
NE Cn ⇒ 2 - w c- Con

Z
,
NEÈ 2-

"

= T v71 ⇒ zrozÈ

(Zur)
"

= (zur) . . . (zur) = Z
"
no
"
= 1-1=1

- a
h volte

commutano

associatività : lo è in ①×

te Cn già detto

inverso Z c- Con ⇒ ze ¢
"

2-
"=L

⇒ ÉEC ' (E)
"

= z
-"

= (z
") 1-1=1

commutativo ✓

| (n /= h ← dalla Teoria dei numeri complessi
no c- Ci

✗ = { 2- c- È / Z" -- wo} (×
.

. )



So che / ✗ I = in moto

✗ è un gruppo ⇐ ne-1

PERMUTE

4) ✗ insieme § (X ) - { f ✗→ ✗ bigeitwe } rioni
Di ✗

⑤ (X) , o ) è un gruppo .

✗ to =, SCX) ⇒ io ✗ →✗ è l'el
se-32 neutro (verificarlo)

V-f.ge#xi--sfogc-SCx)
✗ ±> ✗ ÷> × ✓

70g
- associatività V-f.g.tn c- SCX) focgoh)=@ igjcln
Devo vedere fo (goh) =@g) (hcx) )

(f. g) Cha)) = f- (g.(has) ,
f- (goh) = f- (g. a) C.») =f( gchc»))

Kf c- SCX) f-
'
esci) .

ok
.

Se 1×1 - n { CX) - sn lsnl - n !

§ {i,_→ n}

In generale SCX) non è abeliano ( non è als

se 1×173 )



1,2, 3 c- ✗ o 1 →I

2 -33

3→1

se→ a ✗ 1=1,2
,
}

t t →2

2 → 1

a -3K Ha -1-1,2

tot ⇒ tot infanti rotct ) = OCZ) =3

torcia) -- ta) =L

53 è un gruppo non abeliano con 6 elementi

o = (1% ) += CIT) 3 -33 ad =

= →→
= la =

g.2=1 → 3
=

2 → 1 Ci 3 2)
3 → 2

siate i → 2 → 3 (1,3)
=

2 → i → 2

3→ 3 → 1

EY
1 → 2 → 1 (2,3) sj-hud.at, Eroe
2 → 3 →3 Tor }
3 → 1 → 2 Hot

stat = 1 → 2 → 1

2 → 1 → 3
( 2,3 )

3 → 3 → 2

TI 1 -72 -53 -31 53=101 t'=D
2 → 3→ 21 → 2

3 → 1→ 2 → 3



Proposizione Sia ¢
,

. ) un gruppo _

Allora

4) L' elemento neutro di G- è unico

2) Hge G- l' inverso di g. è unico

3) kg c- G- (g-
')
_ '

=

g.

4) kg ,HEG ( gen)
_'
=L

_'

g-
'

5) Valgono letleggi di cancellazione

V-a.be c- G- a b-- ac ⇒ b-
- C

ba -- con ⇒ b-c

Dim : t) e
,
e
,
e G- elementi neutri

e = e. e,
è ?É

al neutro

t
t

e è al neutro

2) Siano a eb inversi di ✗ c- G- bè inversodei

e
D= e. b = Cax) b = a>cb =

a Csc b) = a. e = a
t t

@ a- imv
associativo

↳
associativo

di ✗

3) g c- G- §)
- '

=g ← per mostrarlo basta far
vedere che g. ha la

proprietà dell' inverso

di g-
'

g. g-
'
= g-

'

g- e ← questo a- vero perche
'

g-
'
e
'

l' inverso oh &



4) Verifico che G-
'

g-
'
è l' urnverso digli

(gh) ( h
-
'

g-
') = ( fig

") ( gen) =e
Da verificare

"

glhh
"

) g-
'

= g e g-
'

= g. g-
'

= e

-
= h

"

(g-
'

g) h =L
_'

eh = L' h = e

5) ab = ac ⇒ à
'

(ab) = a-
'

fac )

⇒ (a-
'

a) b = (a-
'

a) c ⇒ b-- c
"

e

"

e

☒

Def (G.*) gruppo . HEG H -1-01

H si dice sottogruppo di G- (H E G) se

(H
,

*
µ ) è un gruppo

( *µ : Hxlt →H )

Cioè se H è un gruppo con l'op indotta da G-

Esempi : G-
•

G
,
le} sono sottogruppi di G- .

Proposizione ¢ , e) gruppo H E C-
, H.to/ .

H E G- ⇐> 1) Hai chiuso rispetto a . (fly ,haEH ⇒ G.hac-H)

2) the H ⇒ h
_'

c- H



( IN non è un sgr di Z .

+ (t ) vale una E) ho]

Dim : (=D) ovvio

(⇐) (t) dice che i è un op sua

• è associativa
_
Vero perché lo è in G-

• e c- H perché Hef ⇒ 7h c-H

⇒ G-
'
c-H ⇒ cent' c-H

(2) Ci )

• ] inverso : è la (2) .

☐

Esempi

1) Z < ☒ <R < ¢

2) Cn < ¢
"

3) %,
" # 74h2 Hehe

'

sono gruppi rispetto a
↳ operazioni =) .
non è un sottogruppo

4) MI = { nk | KEZ} = insieme dei multipli di n

⇒ NZ E Z kn

h -- o 07<=203 <Z

MI +§ , OENZ D=ho

chiuso rispetto + hk
,
uh c- NE ⇒ nk-inh-nlk-henZI.ie



] opposto KENZ senta k€2

- sc
= h C- K) -k€2 ⇒ -a-- neh) c-NZ

.

Oss : n 2 E MZ ⇒ mln (verificarlo

in Z = MZ ⇒ hlm A mln ⇐ n=±m

Proposizione : G-
gruppo

H
,
K E G- .

• Hnk ⇐ G-

• HUK è un sgrdi G-⇐ HEK VKEH

Verificare per esercizio

Def : G-
gruppo .

Z (G)= { g. c- G- gsceocg
7-c-G}

↳ CENTRO di G-

Prop : DZCG) E G-

2) ZCG) = G- <⇒ C- è abeliano

Dim :
.

7- (G) ⇒ e perche
'

e ✗ = ✗ e f-× ) Hx c- G-

•
chiusura rispetto all'op .

→ g
,
- g-
ZCG) ⇒ g.ge

ZCG )

( gà = ✗g, , gà ⇒ g , ✗ c-G)
9,9,

c- G- perche
'

g, / g, c-
G- e G- e- gruppo .



(gigax = g. (g.×) = g. (✗ g) = Cgil g. = (✗ g)gi-xtg.gl
t t

ass GaeZCG) ass .

tx c- G- ⇒ g. g,
EZCG )

• Kg e ZCG ) ⇒ g-
'

EZCG)

g-
'

c- G- g-
'

a -- xè
'
+ ✗c- G- ←

So che gaescg
✗ c-G- ( perche gc-ZC.GS)

moltiplico asx per g-
'

= g-
'

xg

✗ = g-
'

0cg
moltiplico adx per g-

'

✗ g-
'
- g-

'
✗ ZÉ -

_ g-
'

×

- _

↳ c-G-

•
G- è abehon

°

ZCG) = G-

⇐

Basta osservare che ZCG) èabeluaoj infarto

se g , h c- ZCG) g. 7-hg
- o -

Mimiamo la costruzione di NZ in un gruppo generico

nk = { K " ]
DEL



«c-G- { at}
raz

Pongo < × > ÷ {È}
Gaez

sottoGRUPPO GENERATO DAX

( OCI e h >o a
"
-
- se - -

- .sc h <o n = - m m> o
un

involto

x

"

-

- se
"
)
-'

= (x-D
"

+

Valgo le usuali proprietà delle potenze)

Proposizione G- gruppo OCEG

1
.
<× > è un Sgr di

G-

2 . < ×> è abeliano .

Dim t ) è ovvio scecx> ⇒ <× > #$

sc? ✗
*

c- <×> = { xk}
,#

sola"⇒
""

c- <×>

sè
"
è l' inverso ohsc

"

2) < × > è abeliano perche

h -1m min

toc? oche <×> a
"
.sc
"
= a =

E =z
"
.sc
"

V-n.in ☐

Esempio § <o > = { ed, Tra} <t> =L loft}
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-

G-
gruppo « c- G- < × > = { rock}

k€2

• < × > è un sottogruppo di G

Oss : se G- è un gruppo funto <× > è funto .

(nce G ⇒ sake G ¥KEZ
.

Anche se G è infinito <× > potrebbe essere

finito _ Risposta banale G-=L ✗ = ②

so > = { ho 3--403

Provo a fare di meglio HEZ <n > = { beh} =MI
k€2

non fumava (< n > ) = -10 .

• G-(
×

✗ = In = radice h - esima di' T = COSÈ + isin
21T
I

b.
< Sn> = -{ Sn } . { . - - - - - 3

k€2
T

sono tutte caotici n - esime out ⇒ sono al più h ,
[Scriverle a vedere che sono esattamente h

cioè che < In > è il gruppo delle
"

,

};
radici n-esi.me out

.

✓ n

+0

a

\ |
a-
-
-

d- )
•

←
.

-

È
,

_

_
→
5 "

/
,

→

\
°
a



9 le 9-k

< ×> è finito
.

# 3- hola sc = a ⇐ a = e

9-1
- . - - I°

,
0C
,
22 _ _ _
È

_ . _
a

Schoch-11

b-K
- l

Scio ac
_
_ _
a

gckh

✓ al più ci son h-la potenza di se
destinate perche SCIÀ ⇒ le potenze di>(
si ripetono ciclicamente ,

< × ,
/
le potenze di ✗ sono tutte distinte ⇒ / <×> / =-1A

79,4 tono 7h ⇒ck ⇒ / <×> / è finito

perché le potenze di × si
ripetono achcaae.

Def Ice G- orda.ca > = min { K >o / sette }

se { K > o Idee } = ¢ pongo ordacx ) = -10

Ord In = n Ord 7=+0
è Z

Proposizione : ze G- Ord (a) =D <+0

Allora <×> = { e
, ssa} - →

È - '}

• / < × > / =D l'ordine del gruppo <×> è ungueale all'ardue 04k
ordcoc)

• oc
"
= e ⇒ È / in



Oss É°ó°°°= 1 (7)

scc-ZG.pt È =/ (7) ⇒ Ord oc / da)=6

100000

3C = I (7) Ord oc ) 4001000

⇒ orda | ( 6, 100.000) = 2

✗
'00000=-1 (7) ⇒ ✗2=-1 (7) (⇒ ✗

'

= -11

Dirmi :

# { e, ac, _ _ , si
'"

} =D scala
"
d > a> b

a-b

a = e ☐ < a- b < al

→ non è possibile perche D= min { k>o facite}

quindi le potenze e -_ KIK
"

,
- ,
ad- ' sono distinte

{ e.se . - → si
'"

} E < × > ⇒ l'< ×> I 701

ti
dico che =

in

<×> a 3C n= qol -1 r OE «d n c- E

' ' qdir
oc = (xd)"è = E

'

⇒ «
"

⇒i c- {0.x , _È]
È

⇒ < × > c- { e
,
se
, _
-PÉ

'

} ⇒ sono = ⇒Xx> / =D

•
a
"
- e ⇒ dln



⇐ dln ⇒n-qds.ch È)
!
= e

=D h = qdxr Oer < al

e. = sè = è ✓ <d e { ac:c
,
>c
, - >
È" }

Sono distinti .

⇒ f-o ☐

Oss : Se ordoc - +0 ⇒ (< × >1=+0

Def : Un gruppo E si dice CICLICO se

] x c- G- tale che C- = <×>

se si chiama generatore di G- .

Esempi

4) 2 è acheo 2=21> = { b. 1} = { K }
k€2 REZ

.

( 2=4-1> ) 1=1 sono gli unici generatori
di Z .

2) ☒ non è ciclico - - . .
.

3) 74% = < [ i ]
"
> = { KITT ] " } è,

{ [ la]"}
paz

✗

4) %, non è ciclico
. %; -- { T, 5, -5,5}

↳È è acheo ⇒ contiene un al di ordine 4 .



✗E- 1 (8) Ha dispari

⇒ T ha ordine 1

Se è f- I 5c ha ardue2

non ci sono al di ordine 4

*

-5) p, q primi distinti dispari ⇒ (↳q) non è Cuckoo

Ti
ha orowfcpqj-ocpocqj-p-YG.it

Mostro che ti c- % >ÈÈ
"

= I Cpq)

✗

Esercizio : I / , ,z è ciclico .

Devo dire che 3- ☒ corda = #Cit) =/lo

So che ✗
$'">
= t ( Ii ) per I tali Eulero,

orda =D ? d / Acli) = 10

2<=-4 ④ 7
⇒ oro ,è⇒o ⇒ ZHI - <⇒

25=-1 ( il ]

Teorema : Ogni sgr di un gruppo ciclico è ciclico
.

Dim : G- =< g >
HEE

H = {
""e} - < e> ✓

H 7- { e} 3- hc-Hh-i-e.h-gkb.EE



g? g-
KEH qundi posso prendere K>0

5=4 in >o | gh' c- H} + ⇐ SCIN

Sia mo -- mins gh' c- H

Dico che H = < gmo >
] Ovvio

C con la Onu per mo

concludere la divori

Sottogruppi di Z .

I sottogruppi di Z sono tutti del tipo v2 HEZ

Inoltre nZ= MI ⇒ m=±n

• % è acheo 2=21>

. HE E Hè valico H -_ < n > NEZ
"

nk

< n > = < m >
" ⇒ HZ CMI ^ ME CHE

.

HZ = ME

NE CMZ ⇒ mln

(=D) n c- MZ ⇒ n -mh ja KEZ ⇒ mln

¥ ) mln ⇒ n - mk k€2 ⇒ in c-MZ



se oc c-NZ « = hz = in KZ C- m2
in

c- Z

Es : MZ ANZ .

Il
gruppo 242

È acheo %,
= < T > ora t=n

è c- 24
,

ora è = min { la>o / Kat =-0 }
khz

Per trovarlo devo trovare la mueve sol positivo

dalla congruenza
✗ a= 0 Cn )

• ✗ = o Cn)

( Apr) =D a= 0yd n = oh
,
01

I

ca
, /
7) =L

fa, × ⇒ Cota )
(7,41=1

È

✗⇒ Chi )

La minima sol positiva dello comprimere è

✗ = ↳= Kca
,
n )

-

Ord è = - in particolare Ord è / n
Ez (a

,
n )



Esempio 74202 ha ordine 20=22-5

T
, 2,4 , 5,10 ,

20

ordo-i-E-I.ro)
Ord a- = 1# (amen (⇒ è -5 ① =#c)

carota = 2 ⇒ Capo) = 10 ⇐ a- tok b. =L (2)
Taito ② = loca)

ordè = 4 <⇒ Caro) -
_

5

Io = -5
,

②= 011¢)

Ord a- =3 ⇒ (9,207=4 a-=4) 8=1-2,17 ④ =#

•rdà -10 (⇒ ( a.29=2 è =
E
,

Ì
, 14,18 4=1049

ora è -20 ⇒ Ca
,
203=1 è = 5,779,1T

,

-13
,
-17,1T

I
te e un generatore di Zhong

✗
Sono 0/(207--943106)=8

Conseguenze
t ) V-aic.HN

,
ordà In

2) a- genera Zfnz (⇒ ca
,
n)=L

, pmditknzhaocn)
generatori

3) ¥ d) n in 74µg ci sono Esattamente #(d) elementi

di ordine d
.

Dimostriamo 3 . Ord è = 'È =D ⇐)



(a
, a) = è ⇒ a = è

K (k, d) →

( pieni a--Ek (a, n) = è ( ↳ d) = :-, )

o sa < in

0 E nata < h OEK < d (K,d) =L
-

Sono ☒ (d)

Corollario [ Acd) = h
dln

Dim : n = / 24
, /

Era

%
><

=
Ù ✗al ✗ D= {è c- 74in, / ordà =D]
d. In

h = [ / Xd ) nel (3) abbiamo detto che

dlh
/ ✗
« I = Idol )

n = I local)
dln

Sottogruppi di khz
Dal teorema so che sono ciclici → sono deltipo

H = < è > → IH /= Ord at → ci sono sgr di



ordine d ⇐ d. In

%z ha un numero Sgr di ordine d Hd / h

HEZG.gl/--- < è> /Htardoi - d / n .

% ,
-

- { 5 È , Et , - → È a-i} = < È >
E Chuan

+ hanno la stessa Carol
.

Hd contiene tutti gli al di ordine di ( nè te CK
,
d)=D

⇒ ogni Sgr di ordine d concede con Ho,

☐
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Def (G. * ) (G-
'

,

*
' )

f : G- → E
'

è un omomorfismo di
gruppi

'

Kaye G- f ( ✗ * y) = fax> *
'

fig )

Esempi

t )
,
G-

'

gruppi FG → E
'

Il-3 e
'

f- è un omo . f ( ✗ * y) = f- Cz ) = e
'

un

( 2- c- G-

f- (x] *
'

fig) = e
'

*
'
e
'
= e

'

2) id G- → G- omo

a /→ se

3) IT : Z →%,
a /→ a- è un omo

1T la + b) = atb = è Fb a) ( b)

se m In Tl : % , → 74mg è omo
h
,m

[a]
n
→ [a]

m



• è ben defunta 4-

• Tanta] [bin ) = II. ([a] n ) i-TL.bz )
fla ]
,
[ b) f- 7%2

242 → Zbz
[a]
,
→ [a]
, NI

[1 ]
,

[514
.

t t
[i]

>
f- [23g non è ben defunta .

4 ) q CR ;-) → (TE
,

. )

SC 1- è omo

q ( ✗+y ) = e
""
= È e> = Cfc» qcy) . HEYER .

Proprietà degli omomorfismi

f G- → E
'

omo di gruppi

t) f- (e) = e
'

2) fcoc
"

) = fcx )
-

"

ltxc G-

3) ¥ H ⇐ G- FCH ) C- G
'

In particolare f- (G) c- G-
'



4) ¥ KEG
'

f-
'

(K) = G- _

In particolare

kaf - f-
'

(e
'

) = { «c- G- | fac ) -- e' } c- G-

5) f è iniettivo (⇒ beef = { e }

6) Se f è bigaitwe ⇒ f-
'

è un omomorfismo.

Dim ① f- (e) = fcee ) = fce) fce) ⇒ e
'

-7k)
ti ti ×

eeee fanno cancellarne

④ KEG
' ÈCK) - { sacco / fcxsek}

•
e c- f-

"

(K) perché fce) -- e
'
c-K perché K

Sgr di G
'

• V-x.yc-f.TK) ⇒ aye f-
'

(E)

0cg c- G- perché prodotto di al di G-

f- cxy)
Il

fcx> f /g) C-
K perche

' prodotto di
Zel out

← K anche yef
-

Yey
e '< c- G

'

a

K

sc-f-kt-J.sc
c- f-

'
CK ) ⇒ a-

'
c- f-

'

CK)

E-
'

c- G- ovvio

f- Cà
'

) = fax)
-
'

c- K vero in quanto
"

ti fcx> c- K G- ✗ c- f-
'
CK) )

(2) + K Sgr



5) 7 è iniettivo (⇒ kerf= & e}

( =D) f- Csc) = e
'

⇒ ✗ = e

Keef = { oca G- | fcx) = e' } ⇒ e}

(⇐) fc» -7cg) ⇒ fcxsfcy
"

) = e
'

"

fcxy
" ) -e

'

⇒ a g-
'
= e ⇒ « = y

Proposizione : f- G- →E
'
omo .

4
.

✗ c- G- oròlfcx) / orda (convenzione h / io ltn)
2

. f-è iniettivo (⇒ ordfcx> = orda face G-

Dim : 1
.

+ io > D= orda = min { K>o / a" = e } ✗ c- G-

ad
= e

f- Cscjd = f- (xd) = fce) = e
'

⇒ ordfcxs / d.
Se ordsc = + io non c'è niente da dirvi .

2
. (=) ✗ E Keef devo dimostrare che ✗ - e

f- Cx> = e' ⇒ ordfcx>=L ⇒ orda-1 ⇒ * = e



(=D ) fa ordfcx) = -1A È ordfcxi-n.tw / orda ⇒ ondata.

Sia ordfcx) = n ⇒ fcx>
"
= e
'

⇒ fcx
") = fcx>

"
= e

'

poiche
'

f è iniettivo ⇒ x
"
= e ⇒ orda/ nuovo/fai

Da T .
ho che Ord fcx, / orda ⇒ orda eordfcx?

Def f G- → G-
'

amo bigeltwo→ ISOMORFISMO
.

Oss : Gruppi isomorfi sono " indistinguibili " dalla

proprietà di gruppo .

.
hanno la stessa cardinalità

. hanno elementi degli stessi ordini

f : G- → G-
'

orda = oro / fcx)

• gruppi isomorfi hanno
"gli stessi

"
sottogruppi

{ HEG ] < > { KEG
'

}

H -9> f-CH)
f-

'

(E) r 0 K

qoy (K ) - K f-of
_'
CK) = te

409 CH ) - H f-ÈFCH ) = #
ero

notata) - H



Esempio ↳ = { 2- c-Ci / 2-"=L}

G < ①
✗

/ Cn / = n
32

Cn = < In >
,

5
.

= cosa
+ innati

cn = 242
]
"

_ è
è un isomorfismo,

teorema

G- ciclico ⇒ . / G-1=-1 io G- 1- Z

. 1Gt - n G- ± IL><

Dire G- = < g > 4- G- è ciclico

m

1Gt = -10 < g> = { gia }#z g * È ltmtk

( g
" -Ee )

q :
k → G

KK → g

dico che 9 è l'SO .

q amo : q ( k -1L) = qck) . qch) ¥9
,

KEI
.



beth

qckxh) = g = gkgh = qck) - qch)

qè iniettivo : 9cm ) → qck) ¥ in#K

9 è su : ovvio Imf = { gk } = < g > = G-
KEZ

/ G-kn
q : 24, → G-

è → g-

q è ben definita : a-=] ⇒ g
'
-
- gb

a- = b- (⇒ a.= b Cn) ⇐) b. = axhn HEZ

b a + hn a

{g
oh

a

g- g
= g

") = g
È perché /G-fu

•Yager
atb a

9 è omo q (a- +5) = g = ggb = qcàqcb)

9 è su Imnq = {gsg
"

,
- → g

""

) = < g > = G-
t
ora g.= h

Poiche' / 7%,/ =/ G- | - n < tuo ⇒ q è bigeetwno

e qundi è un iso ☐

Conseguenza : Sappiamo tutto sui gruppi ciclici .

G- = < g> infinito • tuti isuoi elementi ⇒ e hanno



ordine lo

• HEG ⇒ H -_ < g
"

> per qualchen

( {naja { H < G} Genz> = < g
"

>
HEIN

nk

qcnk) = g
G- = <g> /G-tu •

ha Acd) al di ordine al

lfdln ( non ci sono al di
arduo h se htn )

• Ha un meco sg.ir di ordine al tfd /h

E se H c- G- ⇒ IHI / 1Gt
⑥ In in 24

,
il Sgr di ordine di

→ < g
""
>Ho, = < è > = { b-E} bio

,
- →
d- i

Esempio %
,
E cn = < e

'

>

• n =
100 chi è il sogr di ordine 200h

'

Ciao ?
Goti

è quello generato da (è%÷) = <e
+00
>

• Chi sono gli al di orde u di Cn ?

So che sono # Cn) e sono le immagini

degli al di ordine h di 74,2



{ è / Cain > =L} -9> { g
'

/ ( a. ni -13
+

al di ordine h di

ZGzgztkni-c.mn
> = 1

Oss ovvia : Ogni gruppo ciclico è abeliano

II viceversa è falso %
*

82

PRODOITO DIREITO DI GRUPPI

(G
, _
*
, ) (Ge

,
*a) gruppi

⇐ ✗ G
,
= { ( ✗ -y) ) ✗ c- G, y c- G-

a} ← frodato
cortesia

Definiamo su G
,
✗ Gz un' operazione componente per

componente

(a
, b) * (c.d) = (a# C , b *a d)

Proposizione 1 . ( G. ✗ Gz , * ) è un gruppo (prodotto
diretto)

2 . 7- (G, ✗G) = ZCG,) ✗ ZCG)
3
.
Ord ( ×

, y) = [ Ord Cx )
, ordg.ly) ]↳

Dim t
. Esercizio

2
.

Z (G) = { ✗ c- G- / «g-_ga FgEG}



( ×
, y) C-È ✗ Ge) Hcg, > g) c-G. ✗ Ge

( × , g) *(ga ,g) = (g, /g) * G-y)
d

"

(✗ *
, % , y *< %) = ( 9,7×-9=1*29)

(⇒ × *
, g,

= g. *, × ¥9
,

c-G
.

I
*
a % = g

,

*
, y tg; G-a

⇒ ✗ c- ZCG
. ) ^ y c- ZCG)

3
.

in = ordfx) n = ordgacy) D= ordgcx, y)47

Tesi D= [×
, y]

(× ,g)
[m

'
">

= ( ✗
["" ]

, y
'" '
" ]) = ( e, , e]

m / [min ]
r ) [min]

⇒ d--Ord ( ×
, y) ) [min ]

D' altra parte Cx
,y)
"
= lei, g)

(×
, g)
"
= (xd

, y
"

) = (e, ce) ⇐ ×
"
-
- e,
⇒
ordxld

y
"
__ e
, ordyld

⇒ [ marito, ordy] = [min] / di



Esempio Z} ✗ 7% = { 10,0) , (0,1) , (1,0) (Ii)
(2,0)

,
(2
,
1) }

(2
, a) → (2)f) = ( 4

, 1) = (1,1)

Ord (0,0) =L

Ord ( 0
, 1) = 2

(10) → 3

Cit) → 6

(2,0) → 3

(2
, 1) → 6

%
,
✗ 72 è un gruppo di ordine 6 che

ha al di ordine 6 → è ciclico !

%
>è %><

± %Z

② % ✗ 742 = { 6,0) , (Ot) , cap) Cit )}
[ 1 2 2 2

è un gruppo abeliano non ciclico .

Zhi % E ↳è 4- esercizio .

③ 74g ✗ 743



Teorema cinese del resto [TI forma )

Zmz ✗ %z E 74mn>< ⇒ (min) =L

Dim : G- = 2pm, ✗%,
I G-Kmn

Dimostrare G- a- Gma, è èq una lente a mostra che

è ciclico . e questo è vero ⇒ Jgc-G-oroig-IG-t-mn.ge( 5,5 ) ☒ c- 74m >< 5<-7%2 .

Ord (Ef) = Mcm (ordini , ordini )

Ord x = Mcm
,
× )
"°' 7- =

,

ora
g-
- Ord (Ef ) -_[ IE , ÷y,] E [min]

Il

[min] < mn I÷n)
se (Mn) >TÈ non è ciclico perché

non ha al di ordine min
.

Se (min) =L g- (II) → ha ordine [ordini , ordì]
"

[m,
n]=mn

☒
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Teorema cinese del resto

%« ✗ Enz E Zfnnze <⇒ cnn.ir) =L

①
Zmz ✗ Zaz è ciclico

⇐ ord CIT) = [ min] =mn

(⇒ ) . . .
.

Sapevamo che la mappa

9:21am
,

→Età % ><

[a]
ma
→ ( [a)

m ,
[a)

n)

se cnn.ir ) =L è bigevtwa .

Si verifica che q è anche un omo
,
cioè

q ( [atto] mn ) = qkat.i.mn ) + qtfbsmn )
¥ [a]

,
[ b] C- Hunk .

☒ ☒ ✗

Cardano (mini =L ⇒ 7%2 × 7%2 E Eun>
Dim

Abbiamo già visto che È Zmaj →GÉGÉ
è bigetwa , basta

[a] → ( [ah
,
[a ]]



quindi verificare che è un omo

è ([a. b3mnj-_cf@aJmnJ.qKcbJmn)
→ verifica semplice ( esercizio ) ,
Oss . piq premi dispari ptq⇒ %

*

non è ciclico
.

9

%
*

= # ✗ %
'

pqz PZ 92

Per dire che NON è ciclico baste due che

non ho alcune proprietà oli ciclici

2mi vedo che ha almeno 3 al di

ordine 2
,
mentre un gruppo ciclico ha

OICZ) el di orda 2 se 2) I G- | io

altrimenti

/ GLI / = Cp - 1) Cq- c ) pari

C-T
-
T )
,
( I
, =D , C-

'
,
- i ) hanno twt-

ardua 2
.

- o-

⇐
gruppo H E G-

. Deforma una relazione sua

ponendo a Ny y se y
-'

« c-H
RELAZIONE

SX MODULO#



~

#
è una al di equivalenza .

. ✗ ~
#
se ⇐ a-

'
oc - e c-H ✓

^ ☐ ~
# y ⇒ y~a.sc giacca ⇒ ày -- (ag-bcjt-H-syux.sc

~

, y y ~# 2- ⇒ ✗ ~
#
2-

g-
'

« c-H ÉYEH ⇒ ¢
-
'

g) ( g-
'

×) c-H
"

z
-toc c-H ⇒ ✗ va

2-

Ne segue che la rel di equiv . vceaugruura) moda

defense delle classi di equivalenza che danno

una partizione di G-

[x]
#
= { YEG / ynx } = { g c- G- / ày c- H} =

= { geco / yeah] = ah

✗
" {ah / hah}

classe laterale sx di H

Esempio G-=L Hank

✗ ~
, y YÌOCEH in notazione additiva

a. =
# y

- ytx c- Hank ⇐ n /x- y

(⇒ ✗ = y (madu)



HEG G- = Ù [×]
,

R = insieme drrappr.
«c-R perle clown .

= Ù alt ← G- è immane disegno
G-

sce@ delle sue classi

laterali moduloH .

×:*.
\

,

'

'

n

i 1
↳ H=yH perche

'

yc-xiltyeyhy-y.ee
,

⇒ y e ×
,Anya ⇒ non sono degenere puma

×
,
# = ylt

Teorema di Lagrange

sia G- un gruppo finito ☒ sua H < G

⇒ IHI / tal
( L'ordine di un Sgr divide l'ordine del gruppo )
Dim | G- Kn

Allora h =/ G) = / Ù EH / = [ beh /
XER OCER

Osserviamo che /och ) =/H ) ¥>CEG
Tutte le classi

µ:
H → OCH è bigètwa . > laterali ohh
h |-O 0cL hanno lastessa cardinalità



La singolarità è ovvio OCH -
_ {ah}

BEH

Iiùeltiutè 0cL
,

= ah
,
⇒ % -Le
cancellano

/ G) = I bah ) = -2 IHI = IHI.IR/scc-R
OCER

⇒ IHI / 1Gt ☒

Oss : Per i gruppi achei vale anche I viceversa

Kd / IGI ] ! saprai G- di ordued .

Esempio . 24, II - -È D= { 0, - - sn -1)

% / =p (n2/ = - il teorema di Lagrange

non dice niente
,

• 24
,

H :<I> IHI In IHI=L
" (n

,
k)

OrdI

corollario T : G-
gruppo finito

4) ✗ c- G- Ord Coca / I G-I

1Gt
= e2) FXE E a

Dim D Ord x =/< × > ) .
Per L . orda= /< ×> | / I G- |

2) e- chiamo perché IGI è un multiplo dell'ordine
de ac

.



Corollario 2 (teorema diEulero)

mzzac-ZCa.vn>=L ⇒ è
" '
= I cm )
(CD

Dim : Lo ottengo applicando Itdil al gruppo

E. =#
✗

¥ a- c-%
✗

(⇒ (a.m)-- 1)
p ME ME

/ ⇐Kolin) si ha è = T

ad"' =\ Cm)

corollario}

Ogni gruppo di ordine p primo è acheo e

quandi isomorfo a %
PZ

'

Dim
.

Sia / G- I =p primo ⇒ par 3- ✗ c- G- ✗ te

ordoc ( p ma ordoc-1-1 perche
'
a #e

⇒ orda=p ⇒ <×> = G-

Escudo Gaelico 0h
'

arduo p ⇒ G- E#« per

quanto già dimostrato
☐

T
- in modo analogo si

possono define una nel DX modulo

HEG
e le classi laterali 01¥ .

x.ge G ✗ ¥ y ⇒ « g-
'
c- H ( « c-Hy)



¥ è di equivalenza [× ] -{ y / y;✗ } =

= { y / yx
-'
c- H}

{ y / yc-ltx3-H.sc
classe laterale <

di drlt

Esempio G-=L HAI

classi laterali si ac -1hL = {a +nz}
2- c-Z

classe laterale da HZ -1k = { nz -1 >e}
ZEZ

Dato che Z è abeliane ac -1hL = NZ + se
ti ti

classe classe lat

lat sx DX .

Oss : Se G- è abahao ✗H = Hx ✗ c-G-

Esempio G- - S
,
- { hd , T, o

'

,
t
,
rt

,
Et }^

,

se CÌTS) ttr
•

greche o-701
→↳

Ttt perché lo vedo
t = (ÌÌ) 3 -33 o # rt perche' vdtt

-1

c- =\ o e
' i hd =/ O

t'= ( i 3 2)
rt = ( is ) H = <t> = { noi

,
t }
-
oh
=
ott

T2 t = (2 3)
-
"

Ho

\ ora --sita
e H -- th - { t.ua} \

Hra



OH = { ma, rt } = { art }
Calcolo ora le classi laterali di de H

H
,
Ho = { uol.ir. t.ir} -- {T

,

to} = {r, ok}

[ T = ( 1,270 ( 123 ) 1 =) 2 ⇒ 1
-7 v7 -

= (2,3) 2 → } → 3

= 025 3 -3 1→2

oh * Ho

G- = § K = < o > =L ed , 0,02 }

c- K = { t.to , tra} = Kt
o:[ ÌT

Le classi bando sx sono K tk

e quelle da te kt =TK

→
Le classi laterali di un Sgr possono coincidere

anche in un gruppo non
abeliano

Def H E G- si dice SOTOGRUPPO NORMALE H § G-

se tge G- GH - Hg



Osservazioni

1) Se G-è abeliano tuti i suoi sgr sono normali

2) In Sg <o> è normale
,
mentre <t> non è normale

.

3) HI G (⇒ GH - Hg Kg c- G-⇒ ghg-i-HV-gc.ci

In realta si ha H# G- ⇒ gltg-ic-HV-g.GG
=D è ovvio

⇐ gag
"
EH + g-

'

Hcg")
"

c-
H

g-
'

Hg EH

c- ghg
"

quindi abbiamo
ghè

'
c-H e Heng #g-

'

⇒ gltj '=H

Attenzione g.H = Hg è più debole che da

gh -_ hg ¥ HEH

Vuol due che tthelt ghe Hg

V-hc-HJ-hlc-htcwgh-n.fi/gK-
< o> < 5
,
t < o> = { t.t-r.to'}

" *e
<o> t = { t.tt , Et}



Esercizio G-
gruppo

ti { e}, ZCG) , G- 4- G-

Def : G-
gruppo

H Sgr di G

[G- : H ] = # classi laterali sx di H in G-
ti
indice di H in G-

Esercizio : t ) # CI lat sx di H in G- =# classi lat

olx diHine

2) Ogni sgr di indice 2 è normale

Proposizione: f : G- → G
'

omomorfismo

Allora T ) buffa

2) V-ssyc-G-f.ci> = fcy ) ✗ beef = xyberf
3) Sua ✗ c- G- Z -fcx) ⇒ FIZ > = x beef
knf

E e
' G-

'

✗ =yt
talent

ocknf
f-(at ) = fcx> f- (e) = fase

'

= fcx)
Dim :

" I gknf g-
'

e knf Kg c-G-

d-c-beef gtg
"
c- beef V-g.GG



⇐ f- cgtg
"

) -- e
'

f- (g) fctfcg
-
'

= f- (g) fig
"
= e
'

"

e
'

2) fa> = fcy ) ⇒ fcy cx> = -97g>fcy) - e
'

⇒ f- ( g-
'

a) = e
'
⇒ g-txcknf ⇒ « c-yknf

(⇒ ✗ knfeykuf

3) E- fcx) f-
'

Cz) - { YEG / fcy ) - z} =
= { y c-G- 17cg) -7cm} -- ✗ knf

a

punto (2).

☐
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G- gruppo No G- ( GN =Ng Kg c- G-$

GIN = 4 gn | GEG} insieme quoziente
e l' insieme esiste anche se N non è normale in G-

( Es : G-- Z N --NZ khz = { è }
Se NO G- posso considerare su % una

struttura di Gruppo indotta da G-
.

def
N

g.Nj Ian = Infra
prodotto che prodotto in G-

voglio definire
un GIN

L' operazione è ben defunta : devo verificare che so

se
,

N = g.
N aceti = gran ⇒ oggetti =g, gran

•ci = g. ~
. mi V-i-l.ro

040C,
= (g , indagine) = g , Choga) ha = g, gahhac-g.gov

a
Noi G-

⇒ ×.ie N =

g. g-
N ↳gegiv

2

↳ g = gn
non

2 2



Teorema % con l'op g. n
- gran =g.Gan

è un gruppo (
si dice gruppo quoziente )

Oss : %z
è il gruppo quoziente DI rispetto

al sgr v2 .

Prop : N ci G- . La mappa % : G- → GIN e'
0C |-33cm

un uomo di gruppi , sungevtwo ,
brutta = N .

Dim 4-
µ
E 1- scn ¥ ✗ c- G-

ITN (seg) = ocy N = « N - yn =#⇒ ltncy) Hayden

⇒ In è omo .

IN su : ovvio
e N = N

"

Keat = { OCEG | In (a) = an = N } = N
N ti

default
' [
identità di Gpu

(ne N Inca) = nn =N ⇒ Ne buttai

SCE Kulin Inca) ⇒cn = N ⇒ « c-N ]

Corollario: I sottogruppi normali di G- sono tutti e soli

i nuclei degli omo definiti su G .

Dim: No G- ⇒ N = Keelin
Viceversa se f- G-→G '

amo ⇒ brnf • G- . ☐



1° teorema di omomorfismo

f : G- → G-
'

omo di gruppi ,
N E G-

,
N c- kerf

Allora ] ! amo q : GIN → G-
'
che fa commutare

il seguente diagramma :
G- f- G

'

G.
→

IN
f- = qoltn ✓

Ggi
'}

Inoltre Imq = Imf

knq = Kenya
Caso particolare N = beef il teorema dice che

G- IG '

A-tacet ↳ q è iniettivo Gfap E Imf = In9CY
beef

⇒ Ogni anno defunto su G si può fattorizzare

in un omohrorf . Sungwoo e uno iniettivo

f- = got
Keef

Dim

3C → fac)

f : G- → G-
'
A f = qoltn ← devo def un omo

9 .

,

'

9 che verifica
~

.

- questa equazione .

scn -4¥ . -
'



V-gc-G-fc.cz q (Incas) = q Can)

⇒ se cg esiste è unico padre deve voler

qcxn) -fra )

Lundi questa è l' unca def possibile : Funziona ?

Buona daf : OCN = YN
E →

qcacn) - fac) qcyn) = fcy)

Devo vedere che feci = fcy)

Per la Prop dalla volta scorsa fcac ) - f- (y) f)

xknf = g. beef (⇒ re yknf
So che a N - y N ⇒ xe g.N = yknf

c- beef .

q è omo :

q GCN
. yn) - QGCN) qcyn )

" "

qcxyn) fcxsfcy )
"

Foxy) # f- a- omo

Imq = { q can ) / « N c- GIN } =
= { qcxn ] / a c- G) = { fax> tocca } - Imf .

¥)



ben q = { « N | qcocn) = e ' } =
= { « N I fcx > = e

'

} = {un / sceknf }
= kn%
T

an con rappresentante « c- beef ☐

2° teorema di omomorfismo

G-
gruppo

H
,kg G- 4- c-K

che E GIK
=/H

Dim Apphco I Fao di omo a
sc→at

TK : G- → ETÀ E

T'+
±.

HAG
q
Ing -

- InItalia
HC tanti =K cioè

È qèseuqoeuo

knq -_ K; = %
Riapphco Ateo di anno

alla mappa a qÈÈ "-5ÈÌ
knq = % a- %)- iso

q è su
✓
stknq

=

«l'ha
,



Esempio % ME E NZ (htm )

Khan
Zfnz

± %z

Oss : Il quoziente di un gruppo ciclico è ciclico

Dim diretta : G- = <
g>

No G- (tutti isgr sono
normali

'

perche'

% = < g
N> ciclico ⇒ abeliano

=

E
OCNEGYN SCEG =< g>

⇒ «=g
'

KEZ

⇒ an = gran = (GNÌE < g. N >

3° Teorema di omomorfismo

A-Koa +÷ = HÈ
Dim Cerco un omo sung da

H → 4-%
→ è un soprano

f : H →H guerra HK-KH
In 1- trk connotazione panamint

Esercizi ttk <G dalla normalità

HK < G- ⇐ HK -KH

In pantalone questo è vero se almeno uno tra H e K e'normale

in G-
.



Applico a f- I ✗ Idioma con N-beef

f- : H →HKYK fàomo (facce

→tu
Kat

Imq = Imf = { hk 19 EH } - H#
E

knq = :{ e} ⇒ È EYE = IKKE HK✗ A

H K µ
Kent { beh / f- Ch ) -hkik} hk ⇐ qch)

= { LEH / hek} = Hnk
Limon ± ⇐ Hky

Hnk f- ☒

Teorema di corrispondenza sottogruppi

G- gruppo NE G- In: G- → GIN
La proiezione Ip, induce una corrispondenza biunivoca

tra i sottogruppi di GIN e i sottogruppi di G-

che contengono N
.

2.vasta corrispondenza conserva la normalità e l'indie

diSgr-



Y - { a < G-In } ✗= { Hae /NEH}

✗ → I

H i-%aC.lt ) - HIN
{
"

Inch) / hah} -12N /heh}-1

twett )È nt = HIN

Dim :

La corrisp . biunivoca e
'
data da ✗ che

ha fa come inverso .

✗ è ben definiti HSG NCH →

ltnCHJ-HNC-bpei.bend-futntc.GGIL (7) < G-

M c- It it] CN) = knitn CI CH)
[ identità diGIN

⇒ N E TINCA )
⇒ IL cit) c-✗

top ⇒d,
← top (7) = Itou

"

(7) It
N N

fà surf

poi = io
, ← In

"

CTNCHD =Tè (Hh ) =
= { h c- G- | Tieni LN c- HIN} -- {Lett / hah}

= H



Ha ✗ Ha G- ⇐ ITNCHKHIN § GIN

fato generale : * Ho G- f- G- → G-
'

e- super
-

⇒ falsi G
'

* Ho G
'
⇒ f-

'

CH) sig

Tp è smgeitwaefmo.hr

HEX Ho G- ⇒ INCH) a %

Ho GIN ⇒ Infatti G-

Indice di sottogruppo .

H c-✗

[ G- : H ] = [Gg : Ayn ]
- le alani sono

dell'Upa

§
"

H
"
" g- c- g g-a

INCH) n |
'

gnxH= y.lt ⇒ ⇐ N). tyn = yn.lt/n gn.lt/n

Esempio G-=L N = HZ GIN = Zfnz
a

1T : 2 → 242
In questo caso ✗ = { MZ / MZ>nk } = {MZ / mln}
Zuesto mi dice che l' Sgr di khz sono



esattamente tanti quanti i divisori di n

e sono ITCM 2) = mktg
Il teorema ci dice anche che si conserva

l'medica
,
cioè che

in = [ Z : MZ] = [ In >< :
"

%)
In questo caso particolare lo sapevamo già

.

feeehé avevamo già calcolato i sgroa khz

mq
mq

= < in > ← questo ha orde

ordini =• =

,

=[
(m

,

ordì)

Oss : Se NOG /Eh, / = [G- :N]
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Anelli

Def ( A, -1, - ) si dice anello se

i) ( A
,
-1) è un gruppo

abeliano

2) • è associativo

3) Valgono le leggi distributive a.(b.+c) = a-bt a - c

fa
,
b-Cea

(btc) . a = b.a + c. a

Def (A, -1 ;) si dice COMMUTATIVO SEI prodotto
è commutativo

(A
,
-1
,

. ) e
'

un anello in identità se 71 'el .

neutro per il prodotto
i c- A 4- a- a. 1 - a tareA

Esempi : •
2
,

IR
,
D-
,
C)
, Kpmg sono anelli

commutativi con identita'

• ( MZ
,
-1
,

' ) è un anello commutativo

senza identità

• Mnin ( R) è un anello non commutativo

con identita
'

f- n>t j

Def (A , -1, . ) anello con identità

È -
_ {xe A / se è invertibile }



sette invertibile in A se ]] c-A
tale che

Ky - ya =L Cyià
'

)

✗

Esempio ?É{± ' } 74m,
-
- {à / (a.m)-1}

= Q ' { o}

Def ✗ c- A si dice DIVISORE DI ZERO se

Igea y -1-0 t che xy - yx
-0

Esempio in 2 l' unico divisore di zero è 0

%
62

È è un ohv di zero

I. 3- = Ò

E

Def : (A
,
-1
,

. ) commutativo con 1 si dice

DOMINIO D' INTEGRITÀ se il ' unico divisore dizero

di A a- lo 0 DCA) - Los

↳ { divisori di zero OLA } .

Def (A
,
-1
.

. ) comm con 1 si dice CAMPO se

KE K - { o }

( (Kt ) e' gr abeliano e ( f- ' lo] , - ) è )
gr abeliano



Proposizione : A anello (comm) cont - Allora

1) Fae a a. 0=0

2) (À
,

' ) è un gruppo (abeliano se A e- commutativo

3) D.(A)= { due di zero di A} ☐ (A) MAI §
4) Se A è un dominio d' integrità ⇒ valgono

la legge di annullamento del prodotto e

la cancellazione per
la moltiplicazione perel -1-0

☐ im : t ) a. 0 = a . (0+0) = a. 0 -1 0 ⇒ a 0=0
Ti

I.di cancellazione
somme

2) TEÀ x.ge È ⇒ ✗ g c-
A-✗

o

• ✗ c- A-
*

⇒ a-
'

c- A
"

ovvio

3- è:[
'

c- A scà
'

⇒c-
'

« =L

yy
-'
= g-

'

y ⇒

⇐ y ) Cy
-

'

×
"

) = ✗ ( y y a-
'

= a. dà
'

⇒<è'= -1

tassa
.

(già) Cocy) = g-
'

Gi'a) y = g-
'

ty = g-
'

y
-

-
I

3) Dna" =P Per assurdo suppongo che esisto

ace Dna
"



scc-DJ-yc-Ayt-o-tchexy-yx-oo.ccA
"

] ✓ c- A 1- che ✗ veux = T

(yx>
✓ = 0 . v. = 0

} assurdo perché yto"

ylxv) = y
1 - y

4) A dominio a.b-- O se a -0 Ok

{
se @*o
/
b-0 OK

\
b -1-0 assurdi

perche ⇒ adiu di
0 -1-0

mente A è dominio

⇒ in A vale la legge di annullamento del prodotto
Canellaseoo ab= ac acb- c) -O

se a -1-0 per la d.
di anni del prodotto

ottengo b- c. = - ⇒ D= a

Corollario T : Ogni lampo è in dominio d' integrità

Dim : KIK - {oj DnÈ = ⇒ Dato}

⇒ D= Los ⇒ K dominio

Corollario 2 : Ogni dominio d' integrità finto è
un campo

Dim : A /A) <+ io dominio d'integrità



Voce A acto

ga : A → A mappa

a 1- aoc

è iniettiva ( greca) = qxcb ) ⇒ ex -be

⇒ a-b)
Poli come.
k¥0

Poiché la / < + io q
,

è anche suugeitwa .

⇒ te Imqa
,

] ac-atcuoqjai.az -1

⇒ a è invertibile in A tte -1-0

⇒ A è un campo . ☐

Oss :
•
Se A nonè finito il cor 2 non vale : I

• 4m
, 4m; -- {à / la .ms-1}

D= { è | (a.m) -1-13
(a.m) =D > 1 tante -5 età -1-0

⇒
ma
= >%È UD

Corollario 3 : A anello funto ⇒ A =# UD

Dim : Con la due del cor 2 applicate così



ÀUD C- A ovvio

= a c- A se ac- D ✓

se a # D Ga è iniettiva, quindi
scngeitwe ⇒ ae È (con la due del

cor2)
.

-
O
-

Def A
,
B anelli con violentata

cg : A → B è un anno di anelli se

t) q (ta) - 1ps

2) q (ac + y) = qcx) + qcy)A B txy c-a

3) q ( a •

a y ) = q
•

☐ qcy ) V-x.ge A

- o-

POLINOMI

A anello comm cont ac indeterminate

A- [× ] = { a. + ape -1 + anni / netti ai c-A}
↳ anello dei pd in x con coeff . in A

n m

fcx > = [ ai >ci gcx> =
[ bici

⇐o 1=0
Max {↳m }

7"> tgcx) = [ (qi-b.yxi-son.me
ima

l = O

dove ho completato i polmoni con degli Zeri



(mah bum ,

= -buio )

fa> • gcx, = È
"

(E a ba) >ai
gitani 2( =D

( fuga> = aobo + (aob
,
+ bada + (aobatqb-qb.sc? . .)

TE (A [×]
,
+
,

. ) è un anello comm cont

n

Def fax >= I a. sci e A-[× ] \ {o}
G-o

degfcx) = Bfc» : -- max { i / a, -1-0}
Non definiamo I grado del polinomio

0

Oss : %,
[× ] ZX 3×2

-

ti t

grado = I grado2

2×-3×-76×3=0

Proprietà delgrado

1) dog (f- + g) E Max { degf , degg }

2) Se A è un dominio d' integrità

deg (f. g) = degf-ideggma-hn.in}

Dim MI fex> + gcx) =L (a. +bi )ai
1=0



degftg E Max {degf , degg}

(2) dog f-= n deggem

fcx> = aux
"

-1 - - . . gcxi-b.mx
"

-1
.
- -

-

an .to

bmt-ofcxgcx-anb.mx" -1Mt
. _ .

- + arabo

t

poiché
A- donne

#° Metà auto e bm#o

⇒ deg ( fg) = htm = degfidegg .

Corollario 4 A dominio ⇒ A [×] dominio

Dim : f. g c-Ati] '{ o } degf-n> 0 duggan 70

fcx) gcx) = aubm ✗
"+7- _ .

-

-

Ho

degffg ) -- min 70 fg -1-0

Corollario 2 A dominio ⇒ (A- [×]] -À

Dim fe A- [×]
#

7 g c-
A [ × ] f. g--1

deg (fg) = degli) - O
"

degafxdegg -0 ⇒ dagfe deggio
⇒ f- c- È



Oss in K¢2 [× ] (2×+1)<=4×44×+4--1

Polinomi di Ktx] ( K campo )

Ktx ] <→ Z

deg c- I -1

Teorema di divisione euclidea

siamo f. g c- KEX ] f -1-0

Allora esistono e sono unici q , retti
] tale che

g- qfir reo V degna degf

Teorema diRuffini

fetta] aek

f- (a)⇒ (⇒ ✗-a) fcx)

Dim : fcx> = ( × -a) qcx) +¥ r-o Vdegr< degli-4
'1

Valuto in a

f- (a) = (a - a) qlair ⇒ rafia)

f- (al -0 (⇒ reo (⇒ ( X-a) /fcx) ☒

f. g C- f- [×) non entrambi nulli si



può parlare di MCD e si può calcolare

con l' algoritmo di Euclide .

A- E

{ f. g} → dcxi-mcdlfcxs.ge»)

dcx) = acx> fcx) + bcx) gcx)

UNICITÀ olcx)
, dici ) MCD Tra f- e&

da] | 01,0) ⇒ dici ) = ccx) Olcx)
-

01
,
Cx) / dcx) ⇒ d

,

= ccx) ycx) dici)

«×) jcx] = 1 ⇒ c = cost

→ ho unertè a meno di costanti moltiplicare
-1-0

Fattorizzazione di polinomi

Def f- C- K [✗ ] non costante si dice IRRIDUCIBILE se in#

→ in vertebre

f-A) = gcx) hcx) g-Letto ⇒ g- cost oppu
I = cost

e inv .

Def f- C-Ktx] non costante si dice PRIMO tutti)

f- I gh con g , hc-K-lxssihoflgvf.HN

Prop : f- C- Kix] è irriducibile (⇒ è primo

(stesse dim che in Z )



Teorema di fattorizzazione unica

Ogni polinomio di ☒[×] non costante si faltonzza

in modo " unico " come prodotto di polinomiirriducibili
/ unico "

a meno dell
'
. ha dei font e di molt per

el
.
invertibili

ste {a . ZX

Corollario : f- c- Ktx] f# o ⇒ f ha al più

degf radici in K. contate con molteplicità

Dim
la

fcx) = Cx - A) - - - (✗ - ar)
"

go)
è prodotto over
Fanton

'

0h
'

grado
> Idegf = &

,
-1 + er + deg g-

deggio ⇒ e
,
-1 ter E degf .

Dim del Teo di div euclidee g- fq + r

→ g-
0 01--0 f- = O reo

Se 0¢ -1-0 uso l' induzione su n= degg .

h- o g-_ costante se deogf-0 g = f- 9€



se degf >o g = Of + g. deggsndegf .

degg -n degfnim se m> h

g- of -1g
✓

se degf-mc-degg-n.ir g
= -2 bixi

f- = -2 aix
'

'

g gcx) - bmi-s.cn
-"

fcx )
anni

gycx ) = 9
,
fcx ) + rcx) per ip induetwo

gcx> = oggi) + I ✗
" "

fcx ) =
am

= fc» ( q, + bagni
""

) + rcx)

Unicità come SUI .



Lezione 14 29 novembre '2T

Fattorizzare polinomi . Dove? in f-[× ] dato che
-

in questo caso vale la FU K = campo

In quale campo ? ✗7- 1 è irriducibile imitata]

ma in [ [× ] (✗4- 1)Ex + e) (✗ - i)

① [× ]

Teorema fondamentale dell' algebra

Ogni polinomio non costante di Eta] ammette

almeno una radice in ¢
.

Conseguenze :

4) pcx) C- CIEX] è irriducibile ⇒ degpcx> = 1 .

(⇐ ) I polinomi di grado 1 sono venia in Ktx)
ft

campo
(poi, = fa» gcx) mt" =L

h=L M -È ←Esenti ⇒ g. c-
f-
× )

(=D ) se obgp =D > 1 Per Itf dell'A 7

.ae/Cdzadeeedipcx)--sX-a/pcx)--spca=cx-a)qcx)
' ② [×]

✗
= ¢" ✗- ✗ non è invertibile



Oleg qcx) = deg pcx) - degli - ×) = 01-1 > 0

⇒ qcx) 4-
① [✗E- Ci ⇒ I' eop pcx> = (✗ - a) qcx)

mostra che pc» non è irriducibile ⇒ assurdo

qundi degpc» =L .

2) Ogni polinomio non costante di CIGS si
' fattorina

come prodotto di polinomi di grado 1 _

• in ①Ci] vale il teorema diFU

quindi ogni polinomio è prodotto ah

Pol. irriducibili

• Per G) i polinomi vuid .
dicci] charme

grado 1
.

5) Ogni polinomio di ① [× ] ha tante radici

Contate con molt ) quanto il suo grado
li

pcx) = a Cx - &) - - - Cx - a ;)
"

idngp = e
,
+ + er

conclusione : In ① [× ] abbiamo risultati Teorici

" bellissimi, " ma determinare le radici è in

generale difficile

Esempio ✗
"
- a c- ICCX] in questi casi le

radici sono note perché sono le radici n- esiq



di a

a. = pe'
°

ato

Ta
-
- { it (cosa

-12kt

a-
+ isimo-2.LI/k--9--,n-I

Esercizio fattorizzare Éxx? 1 in ① [× ]

✗
'
+ ×? ) =✗ =CX-47-n-cx.at

- I ( ✗-A) Ex - Pdci -Ps)

f. = ai paia , Paide

⑤ gz
Radici moncone { SEI /SEI}

• 7
• 3 = < 5 >

.

J
"

,

o

÷ ,
-

'

"

④ Ramona' cubiche del

× -5
"

)35 a
• igt ✗ 6-1×3+1 =
÷

a 8

④ St E- (× -5)
=

¥-0

= (× - 3) (✗ -541×-341×-591×-5) (× -5)
h

IRLX] fcx> = -2 aixid-RE-yan-i-odeg.fm .

1=0

fcx] e ① [×] in ① [×] si spezza in pd di gradoT.IR
= { 2- c- E I -2=-2-3



fcxt = È è, ✗
i
= È ai ✗

i
- fa»

(= o

fc» = an (× -4) . . - (x - an) in ①[✗ 7

| / ← fcx) C-TRTX] di c- CI

fai = àn ) - - cx-an.IT =

= an ( × - à) - - - (✗ -è)

Per il tanto i fautori di ÈG) sono quelli al

fcx) dato che f-G) =p
ti 7

y . .
Tano (✗-I) = (✗ - a )

In

I. = i Ì -_ ai ⇐ aiER
X-D

, e ✗ -I sono irriducibili
incita] in ①[×] destini ,

"

1
,

# i cx - &
. ) / fcx )

+ =D (× -a) (✗⇒ /fi) inG- E) Ifcx)

(×- a) cx - E) = ✗2- 2.Rea; ✗ + la /
<

c- REX]

f- ex] c- [×) fax) = (x -a.) ex -ta) qcx) ⇒ qcx)#ED
un

pRex>
Il quoziente

della divisione appartiene al

campo di definizione dei
due polinomi

fcx> = (× -4)- - (× -a) [( ✗ -¥ , ) ( ✗ -È ,] . . - [(✗ -g) (✗ -È)]
&
,
- - a. c-R -c-Rex> Fire»



Conclusione

- I polinomi irriducibili di REX] sono quelli

• di quando 1

• di quando 2 con 8<0

• Ogni potevamo 0h RETI si
'

fattorino in polena
di quando T e di quando 2 con 8<0

In particolare ✗4+1 NON è IRRIDUCIBILE SUR

✗
"
+ I = ✗4+1+2×2 -2×2 =

3

5 ✗ 3 = (✗ 4- 1)2-2×2 =
'
.

.

-

→

= ( ✗4- i - Fax) (✗4- / +VZX)
☒ ÷ : ☒
i "

:[E
'

☒
✗
"
+ ' =

Non arveere radici n# significa essere veuducrbrf

(questo vale solo per polinomi di guado 2 e 3)
④ [× ]

fcx> = È a. ✗
'
c- ⑦ [× ]

2=0

Moltiplicando per I MCM dei danari deglia -



ottengo dfci) c- ZEX]

G- ✗
<
+ 40g
ÌÌ is ×

'
-140 = 5 (3×4-8)
-

{ (3×48) = È ✗
'
+ '§

f- c- [×] 7 ✗ c-È tono yfcx) EZEX )

e MCD Tuoi coegf di yfcx ) è 1 -

"
FIN in

Fc» → ✗ fax) = I bei .È BIEZ
2=0

c (f] = ( bo ,- - , bn) =L 4- contenuto ohf,
e- KE

è il Mcd dei coeff

7 C- IIx] si dice PRIMITIVO se <(f)=L

Lemma di Gauss

fa [[×] PIMITIVO

f- è irriducibile inZEX] ⇒ è irriducibile in④ [×]

( ✗
'
- ×) = { ✗ (2×+12) (7×-7) =7 -7

=
2 (✗+1)Ci - 1)



Metodi

4) Ricerca delle radici razionali fcx > c- ICI)

f- (G) =D a.pc-Z.ca , =L

fcx) = Qnx
"
-1 + ho Mick

f- (f) = an (f)
"

+ + a. (f) + % -0

and
"
-1 + gap

"_'

= - a. p
"

☒

✗ lana
"

-4 + a. p
""

) =
_ aop

"

inZ

⇒ a / a. p
"

ma Ca
, p)-1 ⇒ a /ao

n

* - and
"
= an

-
f
"- '

p + + aop
a-1

= pcan.in -1 . . _
+ a- p
"

)
⇒ Plana

"

ma (p .a)=L ⇒ f) an
Lunel ' se fcx ) C-ZEX] G- è radice in

@ oh f-

G. per ⇒ g- c- { g- | ciao A stanza

→ So determinare attuate le radici nazionali ohf

perché appartengono ad un insieme f-muroR
( Le radici di f devono ER epumoh
le determino testano gli el OhR
che sono in numero funto ) -



2) Riduzione modulo un primo .

p primo Ip : Z [×] → 24, [×]
n n

f- a) = -2 aixi → Ièe
,

È - f- cx ]
1=0 2--0

Itp è un omo di anelli

( Tp (t ) -T Tp ( fcx) + gcx ) ) = ltplfcx) ) -11T, Cgc»)
a

•

→ Se ptan ⇒ degtplfcxd-deg.fi»

Proposizione : Se
p fan e Itp (fax)) è irriducibile in

1

%, Ex ] e fcx) è primitivo ⇒ fcx) èirriducibile
in ZTX] e prendi per ILdi G. anche

in ② [× ]

Esempio ✗4-✗ +1 è vender abile in# [×]
22

•
ha grado 2 quindi è irriducibile ⇒ non ha
= ladra

'

⇒ Tutti i polinomi del tys

dai -1 d, ✗ + do con 0L , d, do C-I

dispari e senza
fautori come

sono IRRIDUCIBILI in ZEX] e pinoli in①G)
pena L - oh G- ( e- primitivo)



Dim : Dimostro che se fcx> c- Zii ] prima

è RIDUCIBILE e pian ⇒ ltpifcx)) è riducibile
fcx> = gc» hcx) n > mit

tt
m

a
n n -m

IT (fc») = TCGC») IT /ha») f- ltlfcx)) èndnahrf .
I t { grana

.

n m' Em d' En -M
-

ma h = m' → al
"

← mi h- in ⇒ in = m
'

al n - m ☐

Il viceversa non vale Ad esempio I polmoni

✗Il

e- IRRIDUCIBILE in Z [ ×] (① [✗7) g-
è RIDUCIBILE Mod p ftp.pzimo .

3) Criterio di Eisenstein
n

Sua fcx> = [ ai ×
'
'

c- LE] primitivo è snap prima
( =-

Supponiamo che 4) ptan

(2) p / a. e
' ti -0

,
- →
n - i

(3) P' tao
⇒ fax) è irriducibile inzia] apud Lou Gaudain@



Dim Per assurdo supponiamo che fc» =

igcx) ha )

deg g-m > | degli = n -mz /

IT : Z [×] > %, [× ]

fcxi-Zq.si/-f-cxs---anX" -1-0
1=0

(È o Kia, - → "")

Ifc») -11T (gcx)) - Itaca)
M h - m

gcx>=L bixi ha> =[ Cixi
(= 0 ( = o

h-m

T(g) =
b-
mx
"

-1 +È Tlh) = E ✗ + +I
h -m

èn ✗
"

= Tig) -ITL9 ) un § [× ]

pz

T vale la FU.

⇒ Icg ) eltlf) sono fautori

atnx
"

⇒ tg ) = In ×
"

etch)-I.mx
""

⇒ È = -9=0

a. = bocca ⇒ p
? / ao e questo è assurdo .

Corollario : Fn esistono infiniti polinomiirriducibili
di grado n in

② Ex] ( Itis)

Dim ×
"

- p p primo v71 .

↳ è p -Eisenstein .



Lezione 15 l'
°

dicembre
'
2T

KEX ] ← anello

A anello Con cont ) IEA si dice IDEALE se

" I * ( A, -1)

.
I assorbe la molt fa al di a

V-ac-AV-scc-iax.CI

% f- è un gruppo quoziente
(a + I) * ( b -11) = axb + I

Posso defuo
(a-11) - (bit) = ab +I

La proprietà di assorbimento di me
permette di verificare che l'operazione e

'

ben defunte e

ftp.t ,

- ) è un anello

commutato ← se Aè con

+→I è l'not ← LEA

È
-

1- = NZ ← ideale di A

V-mc-ZMIE.IM . NZCNZ



A = K [×] fcx> c-KEY Analogue con A=L NEL
HZ En)

( fax)) ÷ fcx] KEX] =/ fcxiac» / acx>c-ktx]}
( ideale generato da fc»(che è un ideale si verifica in modo ovvio .

>
non è il Sgr generato da fcx )

< fcx, > = {nfc» } #z

teorema ( ,
-1
,

. ) è un anello comm con identita

Un insieme di rappr per gli all di
K'Èze» )

è dato dai resti della divisione per fc» ,
cioè

dai polinomi rcx) degrc» < dlgf più il polo

In particolare
t'¥»,

è un be -sp . vettoriale :

due K'
= degf , base T.it, _→

047 -1

K (fa ))

Dim :
" + (Fc») ← identità 0 -1 ( fcx))

Ogni classe ac» + (fax)) è rappresentata dal

resto della div di arco per f-Cx )

Qcx) = qcx> fcx) + rcx) tcx) -o

⇐ Cfc») { arcx> < 27C»
acx> + (fan) = rcx> + qcx> fcx> + ( fcxi) = rcx > + (fax))



Dico che rjxi-lf.CN ) = racx> → fax) ) ari < af

oppure riso
⇐ ☐cx) - rà ) Effe ) )
un

2¢, cx) - racx) ) < A fcx ) ⇒ r
,

= racx)

K = {
"

Ìaioci / ai c- K } n -_degf
(fan) 2=0

⇒ K = < II
,
- >
è
"

>
←
← { sai }

""

2=0

(Fc» ) genera seek

IF
,
- >
I
" "

sono linearmente inalep perche
'

h -1

I aioii -5 ⇐ ai -0 Ki

e=D

- ☐

& èunresto
Ci ricordano 24

,

• invertibili è 1- che fa
,
n)=L

. dru di zero è (a. n) =D>t.nl/ooTenti---. _

Proposizione È c- K ¥»)

1) a-cx) è invertibile ⇐ (aecx} fc»)=L

a) atx) è div di zero ⇐ ( ac»
>fcx)) -1-1

In particolare ogni
el è div di zero o invertibile .



Dim (acx)
, fcx )) =L(⇒ 3- Ic» µcx ) c-

f-[ × )

tale che oecx) Ac» + fcx>Max) =L

⇐ acx) ✗CHE 1- + (fcx))

at) tx ) = f- ⇐ è è invertibile

② (acx)
, fcxs ) =D CD

.

Oleg di It ( Ca , n) =D
a ieioayQCX) = Q

,
CX) di)

a- E -0fcx) = fycx) Okx )
È

atxs . FÈ =È] è,È) =Ó
ln

ft ) -5
e FÈ # Ò

⇒ è] è div di zero

Viceversa se 3- batto tana acisbx -5

⇒ ace non è inv . ⇒ ( acx) , fcx )) -1-1
☐

Corollario f-[%g ,»,
è un couecpo ⇒ fcx) è irriducibile

Dim KEY è un campo ⇐ Kat» #☒ è
( fax))

invertibile ⇒ tax) =/ Ò

si ha (acxzfcx)) - 1 (⇒ trcx) c- Ktx]



con dagrcxs < degf si ha Crc»
, f-A)=L

(⇒ fcx) è irriducibile ☐

Esempi ttp = Zfpz ← notazione

Conosciamo 2 gruppi con Helen 7442 non sono

←
campi

74=2×1422
KEY¢» ) sp . Veet on

.

deve h= degf
[
anello con prodotto

senti
.

duetto (comp . per comp)
(1,0) ( 0, 1) -10,0)

K¥2 fcx) irriducibile di grado in

⇒ È è un campo con
2
"

el

Cfcx)) fuori è ⇐ Fa
"

fcx> = ✗4-✗ + I
[ =È[

è un campo di card

ti
vuidualna

(fc»)
4 .

Ò
,

T
,
I
, JE È =

Ó

☒E-

chi è l'inverso E I = E
' =/
Xxix# =XIX =T

ho un campo con
Eel

.

gcx>=P -1×+1 È¥

I



ESTENSIONI DI CAMPI

KEF campi Fè un estensione dek FK

Esempi GHz , QQ , Ma / Fatto

Def ✗ c-F si dice ALGEBRICO SUK

se ] fcx> c-KE] , fcx) #O tale che f- (a)=D

a c-F si dice TRASCENDENTE su K se nonè

algebrico su K .

h a algseek
i

fcx>← f-ex] ' { 0 ) fcx) = -2 ai ✗ [
(=D

fa) = Qua! _ . .
+q , → a,
/
⇒ { ±! - - , a

"

} sono
linearmente dep /f-

I
=/Off -1-0

Tutte lepotenzedi &
✗ Trascuro» sono d- nrohtp ✗=
su f- hai }

uso

Esempi v5 è alg sua

fax)#-5 C- ②Ex) fax) #o f- (B)=D

IT è trascendente su@ . - - - .

ma è alegher ×-1T EIRTX] e si
'

anello

int



Def ¥ è un' estensione algebrica se

tacf a è algebrico Suk

Es : IR non è algebrica su@ (TER non èalg
sua )

% ✗ c-F Ken] = { fcas / fcx> c- Ktx ]}

% : KIX ]→ F omomorfismo di valutazione
t

fcx) 1- f- Ca)
verifica facile

In
qa

= KIK] ← anello

t- 1

KEX ] → Kca ] CF%
→

I G.

I f) [× ] È ← 'isomorfismo di gruppi
✓

tua
G- è un isomorfismo di anelli in quann

G- (F) = i

g- ( at) Ìx) ) = g- (t (ac» ) Itcbcx)) =

g- (a- (acxsbc») = Cpa (acxsbcxi) =

= aca> ba) = g-(at) ) . 9- Cbtx))



K[a] E k-%aa.ge come anelli

Ken
q,
- { fcx> c- ktx] / fiato}

✗ è trascendente
,
=

"

tenga = {o} ⇒ cfa è inietta

⇒ KIA] E KEX]

a è algebrico ⇐ burqa -7203⇒ qa NON è inieitwq

Sua pic» c- burqa manco
,
di grado minimo

È tra i pol di Kenya
placa)-0

( s = { degfcx] / fcx) c-Kay' {03} # se aèalg .

Se IN ⇒ S ammette meno )

Proposizione : t ) µ
,
è irriducibile in KIX]

⇒ ↳gi-Gi»)
3) µ cx ) è l' unico pd manico vemdnc

.

che si annulla in &
__

che c- burqa
Dim: Ma che tenga

[×>
gkti]

=) Ma (a) = O se fosse feacx> = acx>bcx )

=) O =↳ Cd) = acd) bcd) in teca] CF



→ per la legge di anni del prodotto •
ala) -0

(
boato

di Ktx]

Ma tra grado meno tre ipoteche si annullano l'ha

degacxizdegqy.ci) ⇒ b costante e

degacx ) = dogmi)

⇒ µ
cx) è mio tnkix ]

(2) Mac» c- Keeqa ⇒ cpeacx)) c Kerq,
✗

acifgcx)
È amata) - O

ti

amo» c- Kenya

pcx> c- burqa pcx> c-
Ktx] ^ poi-0

Pc» = qcx) fgcx) + rcx )
rcx > c-te»

tcx) =Dt
{
rdegrcx> < degna

G- Pca) = qÈ
+ rca )

rcd) -0 ⇒ T-o perché Mac» aveva grado
numero tra i

rcx> c- kmq
,

poe di buca
,

⇒ pcx> = qcxsfgcx) C-¥))



(3) Kacy = (Mac»)
#☒ cx) = manico ,

irriducibile
, fla) -0

Devo vedero fc»⇒CX)

fase berg = (µ ( xD ⇒ fcx> =ami )

se fcx) e- vuol uno dei due fattori ' e'

invertirne → µ» non è inv perché degnati
⇒ acx) = a -_ cost f-d)= a µcx) ⇒ a=L

T t
Monica Monica

=, fcx)=µc×) ☐

Def % ✗ c-F algebrico su K -

Si dice POLINOMIO MINIMO di 4/⇐ l'un-

polmone Monica
,
irriducibile di 1=-07 che

si annulla in & .

Esempio D=E → Fb è alg su Q x'→ c-Qtx]

Dico ↳CX) - ✗2- 5 •
è manco

• è vuid.eu Aix]
• Majlis>= 5-5--0

⇒ ④ [V5] E ② [
%µ ,») ←

e- un CAMPO



✗ c-F alg su K µ
CHE KEY poi min da /K

K [a] E KEY ⇒ Ken] è un campo
↳ex))

[ è irriducibile

Esempio , ② [V5] 4+55 che ha come inverso

⇐ =
i-I =

-f +
rs

1--5 4-

•
Q [ Fa ] ↳cxkx

? 2 c-Qcx]

[
campo i

② [Fa ] = Qt
(è-2) t t

, I.Èt.IE
,
È
_

ambita + È a.b. a c-Q

1 + 2%2 - % cerco l' inverso

( +zia . Fa ) la +b Fa + cit ) = 1

a + <
ata

- aie +
- Zb + b. Fa →Zbitq

2C - 4.2. <Tracie,

a-2-bt-a-b-F-a-2b-c.pt = 1



a-Zbxc = 1

-3 Trovo un' unica{2- +b-8<=0 sol .

a-126 + e = 0

In
generale se a e- ahg sente Ken] e- un campo

due Kia] = degµ base 1
,
a
,
- - ,
[↳%

' '

K

( kcx] E Kasuga,)
)

Kak { §%_ | fc» , gcx> c-KEN gatto}
Se ✗ è alga K [a ] = Kca)

( Kea] a gas -1-0 §, c- Eta]
Ff (a) c- f- [a] fcigtg, c-

f-[a] )
-

Def % campi GRADO diFIK

[ F : K ] ÷ ahimè
Abbiamo visto ✗ c-F Gaby Suk

[KE] : K] =dunk tra] = deg .
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KCF ✗ c-F si dice alghe se 7 fcx > c-Ktx)

fai -70 e fai-0
=
"

Zaidi -0 Óeick
1=0

⇒ & , a , _ , a
"

} sono l . dip Suk .

Kca] E K [✗↳ gare
be

µ ,»,
4- campo
in

µ»
e
'Ione campo-

µ , _ →a
" " ti

4,5
,
-è

""

verrà snk)burqa -1-0 ⇐ ✗ è ahgsente
in tal caso ben

qa
= ↳cxs)

↳ poi meno onne

peacx) è l'
umano pd di te] Tcy

- Monica
- mio)

- Mack ) -o

[ F : K] ÷ din Ff-
[ Kia] : K] = daghe )

↳ p
-1 Animismo di ✗ /f-

f-= K [a] estensione semplice



Proposizione : % est 0h '

convegni

[ F : K ] < + io _
Allora Fè algebrico set

( cioè V-xc-T-ae-ahg.su/-- )

Dim : Sua [F : K] - n e sua ✗EF

{ 4,9 , _
_

,
è} è un insieme di h-11 el ohf

Poiche
'

[F : ti] - n ⇒ 1,4 , - >
a
"

sono l.de/-seeK .

⇒ ] % ,
_
- , an c-

K NON Tutti NULLI t chi

ao- 1- 0yd -1 - - - +and
"
-0

'

in

⇒ fcx) = I qix
"

"

c- f- [×] non è nullo e si annulla
⇐o

in a (fa) - o) ⇒ a e- ahg Suk -

( Ogni estensione finita è algebrica)

It
viceversa è falso

teorema dei grandi nelle torri di estensione
'

KEFEL e se [F :Ken [L : F ] = in]

L ⇒ [L : K]= nm
/ m

io F Dim [ F : K]- n sia v, , - →un
K-base ohf

In
K [ L : F ]- m W

, >→Wm una
F-basedel



Dico che { ring. }t=
" -

" "

è una K - base del

1=4
,- = in

questo garantiva in particolare [
L'

-
K]-um

m

generano :
a c- L ✗ = I Xp nrj perche L -_ <nei

.ua?=f--itjc-t-
D' altra paura Ho

n

7
,
= Iag ; viagiate

sostituendo
m

n

✗ = -2 (E agire) wj =
2=1

2=1

u

= È -2 agiati
2=1 1=1

{ vivo } genera
la K

.

f-4,-> m

~ =D-- n

nn n

indipendenza lineare :
[ [

agiti rvg
= o

g-
i rei

agi c-tuW le

•in)wà . .
_

+È amianto⇐ asia)÷ (Za
e- I

~=\

un - un

C- F F F

è una cometa dei 2mi con coeff int7

{ no } sono 1 . inokp set ⇒ Tanti icoeffsouoo



in

Èa
, ivi

= = 2am ivi = 0
~=/ e = i

{ re
,
_ , non} sono l . indro Suk =) ayj-OV-i.fr

.

Corollario % a c-F

⇒ [ Tkca) : k] ) [F : K ]

F

(a)i
¥ FA %

, _ → in
c- F algebrici

Mtk
[4

,
_
- in] - {Pca , - → an) / petita , _ . > in]}

Proposizione : 4 , - , in c-F alg Suk

t ) KIA
,
_
-

,
du] è un campo

2) K [4
,
-

, in]
è il più piccolo sottocampo di F che

contiene K e %, -→ ✗ in

Dim E) Per induzione su n
-

h = 1 è il caso visto f-Ed] = teca )



Per ip ind [ = f- Edi , _ . , dn _ ,] è un campo

K¢9
,
- → in] = KIN, - → dn

_ ,
] [in] =I Ian]

×
campo & il caso

h=L amica
cheè uncampo

(2) KG
, -→
in] = M M - i

KEMEF è il più piccolo
%
,
- →

✗NEM
→ Sotto campo di F

che contiene di
, _
-

, ✗~E • è connesso perche
'

so che un salto campo di
F P di canapi

che contiene %,- - du • contiene f- e di , - -04

fumatori è uno dei Terun perche
' Tanti terun

olall ' N li contenga-
dell' n . =

D'altra parte ¥ M K
,
a.→anno M

Poiché Mè campo tutti le espressioni del tipo

PIA, - i. du) con p c-KEY - -- Xin] sono in M

⇒ KEH
, _, an] CM KM dell' intersecano

f- [4.→ in] C M M
i - . _

Oss [Kca
, p] : K ] =
e

K [Hip] - K (a)[
te

✓
degna/xdog polmoni

dnp su f-(d)



Esercizio Calcolare I pol minimo di V2 su

IR
,
Q
,

Q (Ta)
,

D- Ci]

IL Fier µ, /E) = ✗ -V2

☒ ✗ =
Fa ✗Era ✗

"
= 2

✗4- 2 c- QEX] ×
"
-2€ buffa ,,à (NÉ! )
"

teatro»

D'altro parto È-2 è vuid in Zen per il conten

di Eisenstein con p-2 e prendi anche in@Ex)

per I L di Gaap . ⇒ ×" -2=1%1%3

Se Kz @ I pol minimo de
'

a / f-

è un fattore di %@

pena c- KG] e guai (Ma /µ)
> Ma /a

⇒

metri: - a "

c» / Mi ⇒
"
-2alta) Miriana)

sè
- TE c- Q (Ta) isi annullamento

prendi ✗
"
-2 non è irriducibile in ② (⇒



• + pita → ✗
È

+ sia avariziaalfa ) -0inch
, È

l 2

4 ④ (V2) ← a + biz a. b c-D-

/ 2
Q

Ho trovato E-E c-QUI) [× ) che siaunlla

In %

Socio QÌÌE) -- Qui)(Fa)/qgz, è 2

⇒ è _ Te è il pò minimo out pe)

⑦ li) i ×? ' NÉ )

i c- IQ ⇒ [Qui : oh] > T

✗41 c-QE» ⇒ Mia» / ×? ) ⇒µ,è ' -
"+ '

☒ ci> :@3=2

a Qii>
(E)

c- )

② Ifa )
/

←
ha grado - desta /an,|: "4

④
,

(r ) 4 /al
⇒ [4,23=4 /di

2101

D' altro paio. pi
" Tadek

c» | ×
"
-2

E /ah]



⇒ % a- 4

⇒ 4 / d 01<-8 ⇒ D=
/
^

\
8

Okita

01=8 (⇒ a- 2

D= 4 (⇒ a- 1

[alfa) ce ) : aifa ) ) -e

Dico che a- 2 in quanto QCÙICI ) -10k¥)

perdi alta) CR ma i #R =)

i # ② cita) ⇒ a-1-1 ⇒ a-2

⇒ d-8 ⇒ AL -4

= 4⇒ destra /an)
(x ) = ✗4-2⇒ telai"

Riassumendo 1
. •
KCL CF DEF algo Suk

µalte Mail Mail / talk



• L

%

/\
?

F M

*1k¥

Def L campo si dice algebricamente chiuso se

ogni polinomio non costante di L[× ] ammette

a)amano una radice in L

Oss : t) Il Teorema fowol dell' ialgetora assicura che

CI è ahg chiesa

2) L è ahg chiuso ⇐ ogni p-1 non cosi 0hL

si
'

fattorino in Lex> come prodotto al

tool di grado 1 ⇐ i pd verrai di LG)

sono solo quelli di grado 4 .

Def : 1¥ si dice che te è una chiusura algebrica detta

a)F- è ahg chiuso

a) I è algebrico set .

Esempi ¢ è ahg chiuso .

④ ¢ è una chiesina avg.de/R .



BÈ ⇐ Rti ]

(✗4-1) [ ha come base scelta t
,
i

aoè gli el di questo campo sono

a -1lb a.BER

⇒ ① = Rti]

[ ¢ : R] = 2 ⇒ CI è alg suI padre '

ogni est fonte è algebrica .

( a aeg suk ⇒ E- ca) : K] - degna ,← <+ io

⇒ f- (a) è algebrico set)

⇒ CI 1) è algehuso
2) algebrico suIR

→ ¢ è una chiesa

alg del _

② E non è una chavismo alg di ④ padre
'

non è algebrico su@ _

Teorema ⑥ esistenza e unicità della chiusura algebrica )

Ogni campo ammette una chiesina algebrica e questa

è tunica a meno di isomorfismo suf-

( I ed chiusure ahg di K

⇒ 7
cg F-→I isomorfismo di anelli

1- che Cf
/E-

101



Def K campo ,
F- chiusura alg dite .

Sua fetta] non costante , esame %
,
-

> in
#

le sue radici

Si dice CAMPO DI SPEZZA MENTO Di f Suk ll campo

KEA
,_ →an)

Oss Il campo di Spazz oh f- Suk è il

più piccolo sottocampo di una data chiesina

algebrica È che contiene tute le radici

di f- .

Esempio fcxtx
>
-2 c-① [× ] Fa

, SITI , {ÌE
<

Sono le radici cubiche 0h1i -5g , }}

Il c. di s . oh
' fcx ) su@

F-Q ( Fa
, [Fa , Life)

•
F = Q ( Fa

,
}
,
]

] % c-F perone
'

e- espirando

5--5%2etc
% ✓ E } c-F . . . Siface



• [ F : Q] = 6 ← FARLE !

Caratteristica di un campo

F
q : 2 →ti

1-7 " F

h 1- te -1 +Te
-

hvolte

q è omo di anelli

9
1° Teo de I→ F

omo

+ ti
ha
,

bug = n% htt perche
' 1

,
#OF

Dico che h =
/
°

\

primo

Devo escludere h = beh + < K
,
{ < in

Infanti qcn> = O = q (b) q (G)= O

↳ in un campo
vale la legge di annullamento
del prodotto ⇒ click)=- ✓ ce (G)⇒

assenza K
,
han



⇒ bug =

/
{ °}

\
PZ pnpprmo

% =

→

knq '
4%

o se banca e ho }
Def chante =

/

Ip se ben q =pE

se chan f- =p ⇒ 2¢,↳ K

chan K --0 E ↳ K e poiane
-

Kè un campo Q → f-

I
campi di cavalli o sono quelli che contengono

④ quelli di canone p contengono k¢2
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Campi finiti
Un campo finito è un campo di cardinalità finta

Es §, = § è un campo furono

Q
,
Qcra)

,
R
,

E
,
④ (E)

Ossi : Se F è un campo finito / F / < + is

⇒ chanf
=p per un certo primo p .

Chout = {
0 ⇒ Q cf ⇒ 11--1=-1 -

P

Chant
=p ⇒ IFCF

p

Ossa : Se fa , c-Eli] irriducibile degf-n

⇒ f- = È è un campo

Cfc» ) ha canali p

ed ha Carol p
"

( [F: Fp ] = degf -n 1,5
,
_
.

""

è

tp-baseohkao-ayx-i-an.it""

questi al al

variare di chi c-Fp descrivono tutti gli al OLF



una e una sola volta → p scelte Hai

⇒ p
"

= IFI

F come sp
. veut à iso atp

"

[ attenzione ttp
"

f-(2%2)
" )

non è un campo
(1,0 - - -0) - (0,1, _ . . -9=(0--0)

L' iso non è di anelli una
solo di sp. vett

Esempio : Fp (×) ha canoni
p ma è

un campo

infinito

Esempi

g , ÈÌ , Fs , 7 # ?
Fa
,

F
6 o

(+2-1×+1)

Lemma del binomio ingenuo

Siak
campo di cavalli p _ Allora ¥ ×

, y indeterminati

p
altri (✗ +y) = ✗

P
"

P
"

+ y
p

p
Dim (✗+y ) = [ ( ? ) ✗

'

y
'_
i

1=0

p / ( ? ) ti -1 . - =p - i

"÷È→
.

( PIP ! ma pti ! (p.is !)



Nei campi di cavalli p p -0

P

pinoli (✗+g)
'
= ✗
+
+y

Per induzione si dimostra tfn
.

P
"

(✗ + y)
?# g)'

""

! = ( è
"

y
'
"

✗ ←y
'
"

ti t
ipind n - I ☐

Proposizione
f-
campo finito ⇒ / F / =p

"

dove poi un primo
e'nzt

Dici : F campo finito ⇒ ehouf =p ⇒ Fa#
P

[ F : -5
p
] - n

↳ È :/Fp ] <+ io perche
' F ha solo un # finito

di elementi

⇒ FE (ttp )
"

( vi.→ in base glieldettiIaivi e la loro sculture

come sp. veut à meae

F →§ )
"

[aivi → (a
, - → an) )

⇒
/F) = p

"

☒

Teorema :

p primo nzt esiste un meco campo con p
" elementi

in ogni fissata chiusura alg dilfp .



Dim ¥ chiusura avg.de#p .

Se I F clip con p
"

elem
.

#CFC#p

/È / =p
"

-1

Gli el #
°
di questa canapa devono soddisfare I pol.

p:p

✗ - 1

PIL
( cioè ti ✗ c- È a =L )

Fc { ✗ c-
È | a

'
"

_ a - o}p
↳ ✗ e- radice di ✗CÈ? 1) =

✗
P"
- ✗

p
"

fa) -- X - × ha grado p
"

e quindi inttp ha
esattamente p

"
radici contate con molteplicità

Ha radici multiple ? No sereni f-
'

cx >=p"-1=-1
( fax ) , - 1) = 1

p
" he

⇒ # { ✗ c-¥ / a - a > o} =p
L' unica possibilità per avere un campo con Phelan

e che {✗ c-Itp / ✗Ex -- o} sia un campo.

Se non lo è ⇒ ¥ non contiene campi con

p
" al

e qundi non esistono



Se è un campo ⇒ Itp contiene un unico campo
con prel .

5- = { ac-fp-laF-a.no}
Venefico che F è un campo

p
" pm

0,1 c- F 0--0 1=1

a. pelle a-i-pe.DE
dp c- F

è:&
+

È:-p piet (p
"

)
'! p-PI.pt)

_'

=p
"

⇒ pi'c-F ✓

pho
( op ) = ✗Ppp

"

=p ✓

p
"

p
"

Gip ) =
a + (± .pt?-aPY=pF=a=p ✓

ti ☐

Notazione: Indichiamo con ttpn l'unico sottocampo

di coup
" el .

p
"

In = { ✗ c-È / a -2=0}
p

In particolare ttpnè il c. dis.su#p del pop
XP
"

- ✗ (e anche di XÉI 1)



Ma # # [× ?
per un

certo fax ) E [✗ )
pn
=
_

(fax)) irriducibile di grandon?
si ma non possiamo ancora

darla
.

Teorema

Ogni sottogruppo moltiplicativo finito di un campo

è ciclico .

Oss : Se K è un campo, il teorema parla

dei sottogruppi G- < È / G- / <+ io

Abbiamo già visto con isgr fanti di ①
×

G- < E
'

IGKN ⇒ G- {SÌ / SEI}

Oss : % ✗% 1 al di orde 1 (55 )
3 al di ordine 2

O al di ordine 4

Dim :
K
campo

G- < È / G- / = nato

Voglio dimostrare che G- è CICLICO
.

Osservo che tal il polinomio ✗
d-1 -facx)

ha al più d radici inK e quandi ha

al più 01 radici in G- ( c k)



Se

Gà { ge G- / go! 1} ⇒ / Fa , / c- di

bio, = # { ge G- / ordg = al}

dtn baio
al / n La /

°

'
> o → 3- g

c- G- ordg >di

< g> < G di Orden al ⇒ < g > c Gol
E

ha ordine di
\
haorconol

Ed

⇒ Se G- aumenta un el di ordine d - 8

⇒ ha un unico Sgr di ordine d

Go, che è anche ciclico <
g>

.

→ Kai = Qcd)

n = / G- / = [ le
altre

d.
E I ① (d) = n

d.In

=

⇒ lfdln bè $ (d) ,
in particolare

b-àocn ) It

G- è ciclico ☐

Cordhanot Fp! e- acheo Hp, tu _



Corollario 2 ftp.fn Fpu è un' estensione semplice

di Fp ,
cioè 7 ✗ c- #

pn
tene # = È [a]

Dim #
+

µ
= < a > ⇒ Fp [a] = -1TE

c. perche
'
a
,Fpc#☐

3 V-pc-T-pnp-oopp.uac- <a>

⇒ peep -4]
Oss : Abbiamo visto che ogni generatore del

gruppo moltiplicativo ( Fp a> ) è un generatore

dell' estensione Fpu- [a ]

Il viceversa e- falso cioè se Fpin-T-p-HT.mu
e
' detto che ✗ generi il gruppo moltiplicativo .

Cercate esempio

corollario Ip e tu 7 fatto [×] irriducibile-

di grado n (si posso contare)

pn
= È [a] EDim Kp , tu IF

Gsc» )

peacx) è irriducibile di grado n . guerra [In :[7- h
☐

Oss : fax) vuid di grado h { d, , - > dar} CÈ



Fp [A) = È#'↳ex) )

Fp [a] = Fp '

,» , ⇒ È [a] : Fp ] - n
t

Ep can] E Fp-1¥» ) ha p
"
elem

.

ftp.aiicf ti ⇒ tipa. ] = =#pian]
p

→
Il c- di spazzamento di ¥0)

Fp Eas , _ . > an) = [a] =#
.

pn
Èi

sottocampi di #
pn

ftp.t#psTI-p:Fp } >È -

|, [ftp://FJ-2 2+3

'Ìfp È ¢ ttp

Proposizione

# cttpn ⇒ mln
pm
Dim : (=D ) Fp C Epm ctfpn passo ai grand

h = [ Fpn : Fp) = [ ¥ : Fpm ] [In : Fp] ⇒ n --mh
✗

Torri 7 I ⇒ mln



(⇐ ) min n --mh

Vogliamo mostrare che ttpm CIFpn ° analogamente

che A-
×

e #
×

pm p
"

pm
=L a# | ✗

F-1
Gli ee di F

"

=L }
p

e quelli di #
*

pn
= { ✗ c-§ / at

"
-1--1 }

pm-1
✗ c- F-

×

a =L *
p
"

Osservo p
"

= t (pm-1)

h
A- mh pkp

" "
= 1=1 (p

"
- 1)

⇒ p
"

1 (p
"
-1 ) ⇒ p

"

-1=7 (p
"
-t )

* elevo alla 7 e ottengo

☒
"
-1) 7

a = 1
"

=
t

"

ap
"- i
=L ⇒ a ← E

×

P
"

☐

Campi di spazzamento su

ftp.teore-ma
: Sua fcxsc-IT-p-lxtesuofcxs-f.ci?i..fcxT



la sua faut suttp -

Pomaro dngfrcx) =di

⇒ Il e. di sp . di # sulfp è ftp.l
dove D= mcm {di

,
-→ dr}

Dim : Sua #
pm
I c- disp di fcx) sulfp

(e' di questo tipo dato che è un est finto ohlfp

E- cri . - > K ) )
Devo dirmi che in =D

Sua yi una qualsiasi radice di fncx)
Dato che fi è vrrid il suo campo di sp e'

Fpg .) = Fpoli

E
pm
è
per def

la più piccola est dettata
contiene Tutte le radici di f-

⇒ #
pm
è la più piccola estone che

contiene # ti
pdi

Cioè m e
' il minimo intero Tch

di / in tfi ' ⇒ m =D- incontrati }
☒



Osservazioni sulla font dei polinomi con Itp -03 .

Sappiamo il criterio della derivata
.

Corollario : f irriducibile ha radici multiple

(⇒ f-
'
⇒⇒

( f- vuid non ha fautori
'

propr
'

f- ha radici multiple (7,7
'

) -1-1

^
1 f- ⇒ f) f-

'

ho perché
ha fautori metyn

⇒ mio degf > degf
'

⇒ 71=0
In campi di cavalli -0 non succede man

→ i polinomi irriducibili hanno sempre

radici distinte (sono separabile )

E in chan p ? Può succedere

Esempio : 1K =# Cx) lktt]

f-E) = t'-× f-
'
a) = pt

' o

f-città irriducibile

✗ c-È f- (a)⇒ ✗E- ✗ fct)=t±è=
= (t -a)P



Nei
campi finti non succede che un polmone

irriducibili abbia radici multiple .

Teorema : fetfplx ] e f-
'
cx> =- ⇒ fcx> = gcx>

P

con gcx> c- HTIIX]

Campi di spazzamento su#p
✗
"
-1

fncx> = ×" - 1 Etici ] n - pom (M.p > =L

-
1 = (✗

"
- 1)

P
"

pe
fncx> = ✗

" P
"

= fini)

c. di Sp di £ cx) = c. disp . oh fnncx )
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